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Variaveis de Estado

Sistemas dindmicos podem ser descritos por relacdes de entrada-saida ou por varidveis
internas denominadas variaveis de estado.

Definicdo 1 (Representacdo candnica por varidveis de estado)

Sistemas continuos no tempo com uma entrada escalar x(t) e uma saida escalar y(t)
sdo chamados de sistemas SISO (single-input single-output). Podem ser descritos por
sistemas de equacdes de primeira ordem nas varidveis de estado. Assim,

We) = F(Dx(0.1) . () =g(v(e)x(t),t) , teR (1)
sendo v(t) € R™ o vetor de varidveis de estado.

As trajetdrias v(t), solugBes da equacio (1), sdo univocamente determinadas a partir
da condicio inicial v(0) e da entrada x(t).
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Exemplo

Exemplo 1.1 (Lorenz)

Em 1963, Lorenz publicou o artigo “Deterministic nonperiodic flow”, no Journal of the
Atmospheric Sciences, mostrando que equacdes simples podem apresentar
comportamentos imprevisiveis, denominados posteriormente de cadticos.

\'/1 = 0'(V2—V1)
V2 = pvi—vr—vivs
vz = vivn—fuvs

As equac¢des representam comportamentos atmosféricos, sendo v; ligado a velocidade
das correntes de ar e vy, v3 associados as temperaturas. As constantes positivas s3o o
nimero de Rayleigh p, o nimero de Prandtl ¢ e uma razdo .
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Pontos de equilibrio

Definicao 2 (Pontos de equilibrio)
Os vetores v solugcdo do sistema de equagées invariante no tempo
f(v,x)=0

para x(t) = x constante sdo denominados pontos de equilibrio.

Sistemas lineares invariantes no tempo podem ser representados por equacdes
matriciais em termos das varidveis de estado, das entradas e saidas

Av + Bx (2)
Cv+ Dx 3)

v

y

sendo v(t) € R™ o vetor de varigveis de estado, x(t) o vetor de entradas e y(t) o
vetor de saidas. A equacdo (2) é chamada de equagio dindmica, sendo A a matriz
dindmica do sistema e B a matriz de entradas, e a equagdo (3) é chamada de equagdo
de saida, sendo C a matriz de saidas e D a matriz de transmissdo direta.
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Sistema linearizado

Definicdao 3 (Sistema linearizado)

Uma aproximagcdo de primeira ordem pode representar o sistema em torno do ponto
de equilibrio. Assim, utilizando o jacobiano tem-se

TR

dv; 7% 9x; V%

-l -
dv; v.x 9x; V.%

Neste texto, apenas entradas e saidas escalares (sistemas SISO) sdo consideradas,
implicando que B = b (vetor coluna), C = c (vetor linha) e D = d (escalar).
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Exemplo — Lotka-Volterra

Exemplo 1.2 (Lotka-Volterra)

O modelo de Lotka-Volterra descreve, de maneira simplificada, a relacdo entre
quantidade de predadores v; e de presas v num habitat com disponibilidade infinita
de alimento para as presas.

i =f(vi,w)=—-av+bviva , n=~hH(vi,vn)=cr—dnwn

Os pardmetros a, b, ¢ e d sdo positivos e representam: a é a taxa de morte do
predador, por fome e envelhecimento; b é o fator de ganho (para os predadores)
quando do encontro com a presa; ¢ é a taxa de expansdo da populagdo de presas
(livres dos predadores); d é o fator de perda (para as presas) quando do encontro com
o predador.

Os pontos de equilibrio sio (0,0) (desaparecimento das popula¢des) e (c/d,a/b).
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Exemplo — Lotka-Volterra

O jacobiano do sistema é dado por

dfi] _ [—a+bw bvy
dv; T —dw c—dwv;

No ponto de equilibrio (0,0), tem-se a representacgo linearizada do sistema

vi| _|—a 0] [w»n
\'/2 10 C V2
que corresponde a dois sistemas de primeira ordem desacoplados, um que cresce
exponencialmente com c¢ (presa) e outro que decresce exponencialmente com a
(predador).
No ponto de equilibrio (c/d,a/b), tem-se a representagio linearizada do sistema
| 0 be/d]| w1
\'/2 o —ad/b 0 V2

na qual as varidveis representam os desvios em relagdo ao ponto de equilibrio.
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Exemplo — Lotka-Volterra

Escrevendo a equagdo de segunda ordem em vy (predador), tem-se

vi+acvy =0

que produz solugdes puramente oscilatérias com frequéncia \/ac (em radianos),
indicando que o niimero de predadores em torno de c/d alterna-se periodicamente
com periodo T =2n/\/ac.

A mesma equacio diferencial é obtida na varidvel v» (presa), indicando que o niimero
de presas alterna-se periodicamente em torno de a/b.

As Figuras 1 e 2 mostram a evolugdo do sistema n3o-linear (a=b=c=d =1) para
as condic¢es iniciais (0.1,1) (Figura 1), (0.9,1.1) (Figura 2, esquerda) e (0.1,0.1)
(Figura 2, direita). As trajetdrias foram obtidas por simulagdo numérica, algoritmo de
Runge-Kutta. Note que o periodo das oscilagGes é aproximadamente igual a 8 na
Figura 1 e 7 na Figura 2 (esquerda), enquanto que o periodo do sistema linearizado é
27. O menor desvio no segundo caso decorre da proximidade da condi¢3o inicial com
o ponto de linearizacdo.
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Exemplo — Lotka-Volterra

4

35

05

Figura: Predadores (curva continua) e presas (traco-e-ponto) para condi¢do
inicial (0.1,1).
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Exemplo — Lotka-Volterra

o
LI T

Figura: Predadores (curva continua) e presas (traco-e-ponto
inicial (0.9,1.1) (esquerda) e (0.1,0.1) (direita).
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Espaco de fases

Definicao 4 (Espaco de fases)

E a representacdo espacial das trajetdrias de um sistema dindmico em coordenadas de
variaveis de estado, tendo como varidvel implicita o tempo, chamada de plano de fase
quando apenas duas das varidveis sdo representadas.

Propriedade 1 (Plano de fase)

N3o hd cruzamento de trajetdrias no espaco de fases, pois o sistema ndo pode evoluir
diferentemente a partir de um mesmo ponto.
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Exemplo 1.3

Os planos de fase do Exemplo 1.2 (Lotka-Volterra) sdo mostrados na Figura 3.

Figura: Planos de fase para as condicdes iniciais (0.1,0.1) (curva pontilhada),
(0.9,1.1) (tracejada) e (0.1,1) (continua) do modelo de Lotka-Volterra
(a=b=c=d=1).
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Exemplo — Circuito RC
Exemplo 1.4 (Circuito RC)

Considere o circuito RC descrito na Figura 4 com 7= RC.

R
_|_
%) (F) c— (v

Figura: Circuito RC.

Considerando como saida a tens3o y(t) no resistor, tém-se as equa¢des de estado e de
saida

. 1
v_—;v—|—;x , Y=—Vv+Xx
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Exemplo — Circuito RLC 1

Exemplo 1.5 (Circuito RLC)

As equac¢des de estado do circuito da Figura 5 sdo

(D) cT ||~

Figura: Circuito RLC.
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Exemplo — Circuito RLC II

vi| _[-1/(RC) 1/C||w1 n 0
w| T —1/L 0 ||w] " |1/L|™
_ 4!
y=[1/R 0 [m]
A equagdo diferencial em y (corrente no resistor) é dada por

2, 1 1N L
PP RcPT1c)? ™ Ric
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Exemplo — Circuito de terceira ordem I

Exemplo 1.6 (Circuito de terceira ordem)

As equacgdes de estado do circuito da Figura 6 sdo

Ry
|
V3
+ LS
G — w R>
_ + +
Cll -— y

Figura: Circuito de terceira ordem.
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Exemplo — Circuito de terceira ordem II

- 1 -
0 0 o
1 1
vit)=| 0 — —— | v(t) v=| v
RRG G vs
R
- L L L -

y:[l 0 O]V

Esse circuito é usado para simular surtos de alta tens3o (raios) em laboratério. O
capacitor G, inicialmente carregado, transfere a energia para o capacitor C; gerando
um pulso cujo tempo de subida é da ordem de 1us e que cai a 50% de seu valor em
cerca de 50us. Valores tipicos: Cp =0.6uF, C; =0.001uF, Ry =350Q, R, =115Q e
L=200uH (indutincia parasita).
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Exemplo — Circuito de terceira ordem III

A equagio diferencial homogénea de terceira ordem em y é
R: 1 1 1 R 1
3 1 2 1
= RN — (14— _— =
(p +( Lr RzCz) P [LCI * LG ( * Rzﬂ Pt LC1R2C2)y 0

Supondo todos os pardmetros iguais a 1, tem-se

Vi=V3, =—v2—V3, WB=-vi+tWwn-—-Vv3, y=v

cuja implementa¢ao usando integradores é mostrada na Figura 7.
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Exemplo — Circuito de terceira ordem IV

Vi

— S [ J

-1 -1

) )
O, ()

Figura: Implementac3o com integradores do circuito do Exemplo 1.5 (circuito
de terceira ordem).

Muitos sistemas dindmicos sdo descritos por equac¢des diferenciais que ndo estdo na
forma de varidveis de estado. Neste caso, é preciso definir varidveis de estado internas
de maneira conveniente.
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Exemplo — Péndulo simples [

Exemplo 1.7 (Péndulo simples)

O péndulo simples de comprimento ¢, oscilando em um plano vertical, sujeito ao atrito
de fricgdo no engate e sustentando na extremidade livre uma massa m é descrito pela

equacgao
ml@ = —mgsen(6) — mbo

sendo 6 o angulo com a vertical, g a aceleragcdo da gravidade e b o coeficiente de
atrito.
v

Definindo-se

tem-se

. . b
vi=Vvo o, v2:—%sen(v1)—zv2
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Exemplo — Péndulo simples 11

Os pontos de equilibrio sdo (0,0) e (7,0).
O jacobiano é dado por

[gﬂ B { —(g/e)ocos(m —i/z ]

Linearizando o sistema em torno de (0,0), tem-se

A

cuja equagdo caracteristica é

b, g —b 1 [/b\? 4g
A =A24+-2+5=0 = Mo=—x=4/{2) =Z&
(A) =27+ 72+ 127 %0 72 (e> ‘
implicando que as raizes da equagdo tém parte real negativa (sistema estavel). Note
que para b < 2/gl, as raizes sdo complexas conjugadas (oscilagdo). Além disso, se
b=0, a frequéncia angular da oscilagio é /g/¢.
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Exemplo — Péndulo simples 111

Linearizando o sistema em torno de (7,0), tem-se

[0 ]-Tae b))

cuja equagdo caracteristica é

b, g —b 1 [(b\? 4g
AA)=A2+-A-2=0 Mo=—+=4/(2 il
(A)=A"+32=7 M2 Es (4) T

implicando que uma raiz da equago tem parte real positiva (sistema instavel).
A Figura 8 mostra o plano de fase do modelo ndo linear (continuo) e do modelo

linearizado (tracejado) em torno do ponto (0,0), para condi¢3o inicial (7/3,0). Note
que o n3o linear tem atenuagdo maior do que o linear.

Prof. Pedro L. D. Peres Linearidade em Sinais e Sistemas 22/60




Cap. 17 — Varidveis de Estado
00000000000000800000000000000000

Exemplo — Péndulo simples IV

6l 4

V2

4

.

—n/3 —n/6

Figura: Planos de fase do péndulo para a condi¢3o inicial (7/3,0).
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Exemplo — Van der Pol 1
Exemplo 1.8 (Van der Pol)

Van der Pol estudou osciladores a valvula descritos pela seguinte equacido

y—2u(l-y?)y+y=0, p>0

Definindo

tem-se

Vi=ve , Ww=-v —|—2u(1—v12)v2

O ponto de equilibrio é (v1,v2) = (0,0) e o jacobiano é dado por
[ o 1
dvi] | —1—4uvivo 2u(1—v3)
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Exemplo — Van der Pol 11

O sistema linearizado é dado por

| 0 1 Vi
\'/2 - -1 2” Vo
resultando na equag¢do de segunda ordem em v»

(P —2up+1)v, =0
Para 0 < i < 1, tém-se as raizes da equagdo caracteristica

M= =p+j\/1-p

tratando-se, portanto, de um sistema instdvel oscilatério. A solugdo v»(t) é dada por

vo(t) = aexp(ut)cos ((1/1—p2)t+6)
com a e 0 definidos pelas condi¢es iniciais.
Os planos de fase para g = 0.5 s3o mostrados na Figura 9. Observe que o sistema

n3o-linear possui um ciclo-limite estavel e que o modelo linearizado em torno do ponto
de equilibrio (0,0) apresenta o cardter oscilatério instavel da solug3o.
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Exemplo — Van der Pol III

Figura: Planos de fase para as condi¢des iniciais (0.01,0), (—2,2) e (2,—2) do
oscilador de Van der Pol.
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Exemplo I

Exemplo 1.9

Considere a equacio diferencial

j+27+y =x

Usando diferenciadores, pode-se implementar a equagdo como mostrado na Figura 10.
Note que na entrada do diferenciador da esquerda, tem-se

y=x=2y—y

De maneira similar, a Figura 11 mostra uma implementag¢ao com integradores. Na
entrada do integrador da esquerda, tem-se

y=x-2y—y
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Exemplo I

+ d/dt . d/dt

1

Y

Figura: Implementag¢do com diferenciadores de y +2y +y = x.
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Exemplo III

-

),

Figura: Implementa¢do com integradores de y +2y 4y = x.
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Exemplo IV

Apesar de ambas as implementacdes representarem a mesma equacio diferencial
(mesma fung3o de transferéncia), é preferivel usar integradores pois diferenciadores
amplificam ruidos de alta frequéncia.

A relagdo sinal-ruido é definida como

(%)dB =20log|a/b|

sendo a a amplitude do sinal e b a amplitude do ruido.

Supondo um sinal x(t) sujeito ao ruido aditivo de alta frequéncia 1 (t), ambos
senoidais, aplicados na entrada de um diferenciador, tem-se

x(t)+n(t) =sen(mpt) +sen(wt) = y(t)= wgcos(wpt)—+ @cos(wt)

cujas relagdes sinal-ruido sdo

(%)m —0dB ; (%)Out = 20log wp/®
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Exemplo V

implicando que a relagdo sinal-ruido da saida diminui com o aumento da frequéncia do
ruido.

Por outro lado, na saida do integrador tem-se

1 1 S
y(t)= " cos(mpt) — P cos(wt) = (N)out = 20log @/

e portanto a relag3o sinal-ruido aumenta com a frequéncia.
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Representacao em variaveis de estado a partir da equagao
diferencial I

Algumas representagdes em varidveis de estado, ditas candnicas, podem ser obtidas
por inspecdo direta da equacdo diferencial.

Propriedade 2 (Caso N(p) = Bo (sem a derivada da entrada))

Considere a equacdo diferencial

D(p)y(t) = Pox(t) . D(p)= Y ayp
k=0

com o =1, oy e Py coeficientes constantes. Definindo as varidveis de estado v € R™

Vi :.y I V2:}" ’ ~--:Vm:y(m_1)
tem-se
m—1
vm=y™ =~ Y akvis1+Pox
k=0
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Representacao em variaveis de estado a partir da equagao

diferencial 11
Em notagdo matricial,
v=Av+bx , y=cv+dx

com
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
v= : : : - : vEl o X
0 0 0 1 0
-0y —op —0Gp - —Om_1 Bo
y=[1 0 0 -+ 0]v+[0]x

A matriz A acima estd na forma denominada companheira. Note que, definindo-se
novas varidveis de estado vy < vi/Bo, tem-se a representagdo

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0
v= : : : - : vt o X

0 0 0 1 0

—Op —O0p —0p -+ —Om_1 1
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Representacao em variaveis de estado a partir da equagao
diferencial III

[Bo 0 0 -+ O]v+[0]x

<
Il
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Exemplo I

Exemplo 1.10

O circuito de terceira ordem do Exemplo 1.6 descrito pela equacdo diferencial

I - U P RTINS P
P L RGP T\a LG R, ) )P T ICRG )Y ™

pode ser representado pela equag¢do de estado

0 1 0
0 0 1 v
—0p —01 —O0Op

1 IR R R
S LGRG ““(TCIJFTQ(HE))’ "‘2_(L +R2C2)

v

0o

y=[1 0 0]v
sendo vi =y, vo =y e v3 = ¥. Note que essa escolha produz uma representacdo por
varidveis de estado sistematica e simples, diferente da obtida no Exemplo 1.6, e que
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Exemplo II

ambas produzem a mesma equacgdo diferencial em y. A Figura 12 mostra a
implementa¢do com integradores.

R -

¥ ¥

Figura: Implementagdo com integradores do circuito do Exemplo 1.5 (circuito
de terceira ordem).
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Exemplo 1.11

O circuito de segunda ordem do Exemplo 1.5 descrito pela equa¢do diferencial

I P
P T RcPT1Ic)? ™ Ric

pode ser representado na forma de varidveis de estado por

0 1 0
V= _i _i v+ 1 X
LC RC RLC
y:[ 1 0 ]v

sendovi =y e wn=y.

Prof. Pedro L. D. Peres Linearidade em Sinais e Sistemas 37/60



Cap. 17 — Varidveis de Estado
0000000000000 0000000e00000000000

Propriedade 3 (Caso estritamente préprio — N(p) no vetor de
saida)

A equagio diferencial (estritamente prépria)

m m—1
D(p)y(t)=N(p)x(t) , D(p)=Y axp* , N(p)= Y Bip*
k=0 k=0

com Om =1 e demais coeficientes constantes pode ser representada pelas equages de
estado

v=Av+bx , y=cv+dx

Considere a escolha de varidveis de estado v € R™ tal que

m—1
y=Y Bevky1 = c=[PBo B B - Pma1] , d=0
k=0
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N=wv,w=v, . .., Vm1=Vm, Vim=§

Portanto,

_ —m —m+1 _ -1
V1= é g y Vm =P 6
Substituindo as varidveis v na expressdo de y, tem-se

y= (r;jﬁkpk_m)é

Da equagio D(p)y = N(p)x, tem-se

m—1 B x
v (Ebpm)
k=0 Z axp -m

k=0

Igualando as duas expressGes, tem-se
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m m—1
(Zakpk_m)§=x = §:Vm:*( Yy 06ka+1)+><
k=0 k=0
resultando em
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
e ST 2 I B (4)
0 0 0 1 0
—0p —Q1 —0p - —Op-1 1
y=[Bo B B - Bma]v+[O0]x (5)
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Exemplo I
Exemplo 1.12

Considere o sistema (estritamente préprio)

D(p)y =N(p)x = (p>+2p*>+3p+4)y=(p>+2p—1)x

Seja
y=PBovi+Biva+Pavs=—vi+2v2+v3
e as varidveis de estado
. . . _ 73 _ -2 _ -1
=w,n=v,n=5 = v=p>f wn=p &, nv=p-¢§
que resultam em

y=-vit+2v+v3=—p 3E+2p 2 +ptE=(pt+2p 2—p )¢
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Exemplo II

Da equag¢io D(p)y = N(p)x, tem-se

1
X
(1+2p14+3p~244p~3)

y=(pt+2p2-p?

Portanto,
(1+2p ' 43p 2 +4p ) =x = E=-2p'6-3p % —4p P +x

52\'/3:—4V1—3V2—2V3+X

resultando em (veja a representagdo com integradores na Figura 13)

0 1 0 0
v= 0 0 1 v+ 1| 0 | x
-4 -3 =2 1
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Exemplo III

Ca e B e
S ) U G G
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L]
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&

Figura: Realizagdo do Exemplo 1.12 co

-

3

N(p) no vetor de saida.
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Caso préprio — N(p) no vetor de saida

Propriedade 4 (Caso préprio — N(p) no vetor de saida)
No caso proprio (grau de D(p) igual ao grau de N(p)), dividindo-se N(p)/D(p) tem-se

N(p)=D(p)Bm+N(p) = D(p)y = N(p)x = D(p)Bmx+ N(p)x

com .
m— p— -
N(p)=Y Bkp* . Bk =Bk~ Bmou
k=0
Definindo

y=y1+Bmx = D(p)y1 = N(p)x

tem-se um sistema estritamente préprio em y;. A matriz A e o vetor b sdo portanto
idénticos ao caso estritamente prdprio e o vetor ¢ e d sdo dados por

c=[Po B B - Bna] . d=[Bm]
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Exemplo 1.13 (Circuito RRLC)
Considere o circuito descrito na Figura 14, cujas equagdes sdo

_L",
}’—R22

L\'/+v—C\'/+1v =L, +V
R, 2T V2= 1R11’X_2 TR

<@ et A

Figura: Circuito RRLC.
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A equacdo diferencial em y é

1 1 1 1 1
D(p)y=N D(p)=p*+ | =—=+—=— — . N(p)=— ——
(p)y=N(p)x , D(p) p+(R1C+R2C)p+LC » N(p) RzP(P+R1C)

A divisdo N(p)/D(p) resulta em B =1/R> e

_ 1 1
N(p)—_Rzgcp_ RyLC

A representacdo em equacgdes de estado na forma companheira (note que as varidveis
de estado v; e v» ndo mais correspondem a tensdo no capacitor Vi e a corrente no
indutor V) é dada por
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Observe que D(p) pode ser escrito como

o0 (rv5i) () ()

R C R>C LC RiR,C? p+i
R C

Se as constantes de tempo associadas as malhas do circuito forem iguais, isto é, se

— =R C

tem-se

D(p) = (p+ %) (p+ &)

e a equagio diferencial em y (de primeira ordem) é dada por

L1y,
PTRC)Y = RP
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Considerando Ry = Rp = C =L =1, tem-se

[0 1 0
Y= {—1 —2] v MX coy=[-1 v 1] x
—ay —0y —Bo —B B2

e a equacio diferencial

(P*+2p+1)y = ((P*+2p+1)1—(p+1))x = p(p+1)x
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Exemplo

Exemplo 1.14

Considere um sistema préprio descrito pela equagdo diferencial

(P2 +2p+1)y = (p* +1)x = ((p? +2p+1) —2p)x

Portanto,

aw=1,00=2,P=0,p=-2,p=1

resultando em

Prof. Pedro L. D. Peres Linearidade em Sinais e Sistemas 49/60



Cap. 17 — Varidveis de Estado
0000000000000 000000000000e000000

Propriedade 5 (Equacdo diferencial a partir da representacdo de
estado (sistema SISO))

Utilizando o operador p, a saida y do sistema SISO descrito na forma de
representacdo de estado

v =Av+ bx
y=cv+dx
é dada por
- N(p)
y=(c(p/l—A Yptd)x=—"2x
(clpl=A) )= Do)

Note que trata-se de uma equagdo diferencial de ordem m, pois det(pl— A) é um
polinbmio de ordem m em p. Eventualmente, a equagdo diferencial pode ter ordem
menor do que m se houver cancelamentos entre zeros e polos.

O sistema € estritamente préprio se d =0 e préprio para d # 0. Portanto, ndo é
possivel descrever na forma de varidveis de estado sistemas com grau de N(p) maior
do que o grau de D(p).
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Exemplo 1.15

Considere o sistema

-1
_ -1 1 p+2 1
Ay l=| P } 1 [ }
(p ) { 1 p+2 p(p+2)+1| -1 p
eportanto

N(p) 3 B 1 p+2 1 ][0 _

—2p p>+1
= o1 1T Zoopr1
pc+2p+1 pc+2p+1
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Exemplo 1.16

Considere novamente o sistema

o= & L] 1)

y:[O —2}v+[1]x

Utilizando o operador p, obtém-se um sistema linear de 3 equagdes a 3 incdgnitas vy,
vey:

pvi = w
pvo = —vi—2w+x
y = —2w+x
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Eliminando vy, tem-se

(P*+2p+1)v; px
y = —2w+x

Eliminando v», obtém-se

px

Y p?+2p+1

que resulta na equac3o diferencial

(P*+2p+1)y = (P> +1)x
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Propriedade 6 (Caso estritamente préprio — N(p) no vetor de
entrada)

Outras representacées matriciais podem ser obtidas com escolhas diferentes das
variaveis de estado.

Considere a equacdo diferencial

(P> +ap? +0ap+ao)y = (Bap® + Prp+ Po)x

Definindo as varidveis de estado

pvi = —agv3 + PBox
pva = vi —opv3 4 Prx
pv3 = vo — opv3 + fox

verifica-se que v3 satisfaz a equacgdo diferencial satisfeita por y, ou seja, v3 =y, pois

p?vs = (vi — a1 v3 + P1x) — 0o pvs + Popx
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pvs = (—agvs + Box) — a1 pvs + B1px — 0o p®v3 + Pap®x

= (P> +p® +oup+ag)vs = (Bap® + Bip + Po)x

Dessa forma, a representa¢do matricial (veja a implementacdo na Figura 15) é dada

por
0 0 —m Bo

v=|1 0 —a |v+| B1 |x
01 -m B2

y=[0 0 1]v
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[ bo] B %32

Figura: Realizagdo com N(p) no vetor de entrada.
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Generalizando, tem-se

0 0 - Bo
1 -~ 0 —oq ﬁl
=1 . : v+ : x (6)
0 1 —Ot;nfl ﬁn;fl
y=[0 - 1]v4+[0]x (7)
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Propriedade 7 (Representagdo dual)

A representacio de estado (A, b, c,d) produz a mesma equagdo diferencial que a
representacio dual de estado (A',c’,b',d), pois

N(p)_ = I =1
W_(c(p/—A) b+d) = (b (pl-A) 1 +d)

Note que a representacio (6)-(7) é dual da representacdo (4)-(5).
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Exemplo de dualidade

Exemplo 1.17
A representacio de estado
. 0 1 0
v:[_l _2:|V+|::|X , yz[—l —1]v+[1]x
e sua representacdo dual
. 0 -1 -1
V:L _2]v+{_1}x . y=1[0 1]v+[1]x

resultam na mesma equacio diferencial

(P°+2p+1)y = p(p+1)x
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Propriedade 8 (Invaridncia com transformagdes lineares)

Transformagdes lineares biunivocas de varidveis de estado, na forma
v=Tv

com T n&o singular, ndo alteram a equac3o diferencial do sistema, pois
v=T1Y% = V=TAT W0+ Tbx , y=cT 0+dx

cT Y pl—TAT YD 1 Tb4+d=cT Y pTT 1 —TAT ) 1 Th+d =

= T Y T(pl-A)T ) ' To+d=cT I T(pl—A) T 1 Th+d

=c(pl—A) " b+d= N(p)

D(p)
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