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Equacoes de Estado de Sistemas Discretos

Sistemas dinamicos discretos

Podem ser descritos por equacdes a diferencas (envolvendo entrada e saida) ou por
equacdes de estado (modelo de varidveis de estado ou modelo interno).

Definicao 1 (Representacdo candnica por varidveis de estado)

Sistemas discretos no tempo com uma entrada escalar x[n] e uma saida escalar y[n]
sdo chamados de sistemas SISO (single-input single-output). Podem ser descritos por
equagdes de primeira ordem nas varidveis de estado

vin+1] = f(v[n],x[n],n) , y[n] =g(v[n],x[n],n) , neZ (1)
sendo v[n] € R™ o vetor de varidveis de estado.

As sequéncias v[n], solucdes de (1), sdo determinadas de maneira tnica a partir da
condicdo inicial v[0] € R™ e da entrada x[n].
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Variaveis de estado

Exemplo 1.1
Um modelo para a ocorréncia de um gene recessivo na geragdo n+ 1 é dado por
vln+1] = vin] neN
C14v[n]

sendo v[n] a frequéncia de ocorréncia na geracdo n.

A partir de uma condigdo inicial v[0] = a, tem-se

vl a a
Vit = 145 vy 1 Bl v P Uy
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Exemplo 1.2
O montante de depdsitos em uma conta bancdria no ano n+ 1 pode ser descrito pela
equacgao

vin+1] = (14 B)vlnl + b
sendo b um depésito constante e B o rendimento percentual pago pelo banco
anualmente sobre o valor v[n]. Considerando como condi¢do inicial v[0] =0, tem-se

i = (A1+B)"—1)b
p

Definicao 2 (Pontos de equilibrio ou pontos fixos)
Os vetores v solucdo do sistema de equacdes invariante no tempo
v="1(v,x)

para x[n] = X constante sio denominados pontos de equilibrio ou pontos fixos do
mapeamento.
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Exemplo 1.3

Considere a equacio logistica abaixo (semelhante a equacio a diferencas que descreve
a populagdo de peixes em um lago):

vn+1] = vl vlal). >0

Os pontos de equilibrio sdo
V=0, v= -1
B
Note que para condicdes iniciais v[0] € [0,1] e 0 < 3 <4, a sequéncia v[n] permanece
no intervalo. A Figura 1 ilustra dois comportamentos para v[n], com B =2, a partir
de 0.01 e de 0.95, em dire¢do ao ponto fixo ¥ =0.5. Dependendo do valor de 3, v[n]

pode apresentar comportamento oscilatério ou mesmo caético.
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Figura: Evolugdo de v[n] (B =2) a partir das condigdes iniciais v[0] =0.01 e
v[0] = 0.95 em dire¢do ao ponto fixo v =0.5.
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Assim como no caso continuo, sistemas lineares invariantes no tempo SISO
(single-input single-output) podem ser representados por equa¢des matriciais de
primeira ordem nas varidveis de estado e equag¢des de saida

v[n+1] = Av[n] + bx[n]
y[n] = ev[n]+ dx[n]

O modelo (A, b,c,d) pode também ser obtido da lineariza¢do das equagdes (1),
representando o comportamento do sistema de maneira aproximada em torno dos
pontos fixos.

Um sistema linear com entrada x[n] = o (constante) possui como ponto fixo v tal que
v=Av+ba = (I-A)v=ba
Se det(l — A) # 0, a solugo € tnica, dada por
v=_1—-A)"1ha
Se det(l—A) =0 e o =0, tem-se
(1—A)7 =0

ou seja, os pontos fixos estdo no espaco nulo de (I1— A).
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Exemplo 1.4

Considere o modelo discreto predador-presa (v1[n] representa as presas, va[n] os
predadores)
vi[n+1] =2(1 = vi[n])va[n] = Bva[n]v2[n]
va[n—+1] = 0.8va[n] + 3B vi [n]va[n]
Os pontos fixos s3o (0,0), (0.5,0) e (0.2/(3B),(1—0.4/(38))/B)- O jacobiano do
sistema é dado por
% . 2—4v; —Bw —Bwi
v o 3Bvy 0.84+38wv1

Por exemplo, para B =1/3, tém-se os comportamentos aproximados em torno dos
pontos de equilibrio dados por

(0,0), {(2) 008} , autovalores 2 (modo instavel) e 0.8 (modo estavel)

(0.5,0), {g _1146} , autovalores 1.3 (modo instdvel) e 0 (modo estdvel)

(0.2,1.8), {(1)2 _0'12/3] , autovalores 0.8+ 0.2828| = 0.8485 (modos estaveis oscil.)

4
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Fungao de transferéncia e realizagoes

Usando a notac3o pv[n] = v[n+ 1], pode-se obter a representagio entrada-saida a
partir da equac3do de estado de maneira similar ao caso continuo, ou seja,

y[n] = (c(pl = A)tb+d)x[n] , H(z):% =c(zl-A)"tbh+d
p=z

Para construir uma realizagdo a partir da equagdo a diferengas D(p)y[n] = N(p)x[n],
utilizam-se as mesmas técnicas do caso continuo.

Prof. Pedro L. D. Peres Linearidade em Sinais e Sistemas



Cap. 6 — Equagdes de Estado de Sistemas Discretos
0000000080000000000000000000000000000000000000000000000

Fungao de transferéncia e realizagoes

Exemplo 1.5

Considere a equacgdo a diferengas
(p° +8p2 +5p+3)y[n] = (2p° 4 30p? + 15p + 10)x]n]

Como N(p) =2(p%+8p®+5p+3)+ 14p® +5p+ 4, tem-se uma realizacio dada por

0 1 o 0
A=10 0 1| , b=1|0| , c=[4 5 14] , d=2] @)
-3 -5 -8 1
De fato,
2 3 2
c(pl—A) lbra= AP HopH4 L, 2p"+30p"+15p+10
A A p3+8p2+5p+3

A Figura 2 mostra a realizacdo (2) com operadores avanco (i.e. p~tv[n+1] = v[n]).
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Figura: Realiza¢do (A, b,c,d) dada por (2) da fungdo de transferéncia do

Exemplo 1.
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Solucao da equacao homogénea

A equagdo de estado v[n+1] = Av[n], v[0] = vy € R™ pode ser resolvida por
substituicdo direta, isto é,

vl = Av[0] , v[2] = Av[l] = A%v[0] = v[n]=A"v[0]

O ciélculo de A" pode ser feito por qualquer uma das técnicas existentes para cdmputo
de fun¢do de matriz quadrada.

Exemplo 1.6
Considere o sistema
0 1 0 1
vfn+1]=10 0 1|v[n] , v[0]=|0| , =4 =1A3=2
2 -5 4 0

Pelo Teorema de Cayley-Hamilton, f(A) = A" pode ser calculada como um polinémio
de grau 2. Assim,

f(A) = A" = po(n) + p1(n)A + p2(n)2°
= po=-2n+2" p1=2+3n-2""1 pp=—_1-—p42"
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Exemplo 1.6 (cont.)

e, portanto,

—2n42" 243p—2rtl  _1_p4on
A= |—2—_2p42ntl 3p_ont245 _p_ pontl
—4-2p42Mt2 g4 3p—_2nt3  _pqpont2_3

A solugdo v[n] é dada por

—2n+2"
v[n] = A"v[0] = | -2—2n+2"F1
—4—2n42Mt2

Note que, neste exemplo, det(I—A) =0 e, portanto, v= [ J8 B]/ B ER, éum
ponto fixo do sistema.

O sistema homogéneo pode ser resolvido por transformada Z, se multiplicados ambos
os lados por u[n]. Assim,

vin+1Ju[n] = Av[n]u[n] ,v[0]=vo = V(z)=(zl —A)flzvo
e o dominio de existéncia de V/(z), para uma condi¢o inicial vy qualquer, é o exterior

do menor circulo centrado na origem que contém todos os autovalores de A.
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Propriedade 1
F{A"u[n]} = (=21 —A)_lz , lz| > ml_axM,-(A)|

pois a solugdo do sistema para n > 0 é dada por v[n] = A"u[n]vy para qualquer vy.

Exemplo 1.7

Considere o sistema

vin+1] = {—06 ;] v[n] , v[0]=w= E]

Multiplicando por u[n] dos dois lados e aplicando a transformada Z, tem-se

_ 1 z—5 1
NE)=E=A = s { 6 ] 70
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Exemplo 1.8
z—5 1
(21— A) L = (2_22(62—3) (2—2)Z(z—3)
(z-2)(z-3) (z2-2)(z-3)
3 I -2 1 N 1
[ (z=2) (z-3) (z-2)  (2-3)
=", . , ;

@2 (-3 @2 (-3
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Exemplo 1.9

3z n —2z -1z n 1z rq i_;
V(z) = (z—2) (z-3) (z—2) (z-3) _ (z=2) (z-3)
6z n —6z —2z i 3z 1 L_L
(z—2) (z-3) (z—2) (z—-3)d * (z—=2) (z-3)

2(2") —3" |

= v[n]= uln]
4(2") —3(3")

Note que a matriz A é diagonalizdvel (autovalores distintos), e que

AQ=QA , {_06 é] B HZB é] [3 g}
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Exemplo 1.10

Portanto, a solucdo v[n] pode também ser obtida por transformacgdo de similaridade

v[n]=A"vo=QZ\"Q—1VO:B ﬂ ﬁ, zon] {_32 _11] v
= 3 e —am e 1] =y acen)

Finalmente, note que
2z z

Z{vnulnl} = | %% %52

z—2 z-3
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Exemplo 1.11

Considere o sistema
c 1 O
vin+1]=10 o 1|v[n] , v[0]=w
0 0 o

A partir do célculo de fungdes de matrizes na forma de Jordan, tem-se que a solugdo é

dada por
6" no"™ ! n(n-1)o"2?/2
vin]=1]0 " no"1 vo
0 0 "
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Solucao da equacao nao homogénea I
De maneira similar ao caso continuo, a solu¢do pode ser obtida por transformada Z,

por convolugdo ou pela definicdo de um sistema homogéneo aumentado equivalente.
Considere o sistema

vin+1] = Av[n]+bx[n] , v[0]=w , y[n] = cv[n]+ dx[n] 3)

A resposta ao impulso pode ser obtida por substituicdo sistematica, com x[n] = 8[n] e
v[0] =0,
v[l]=b , v[2]=Ab , v[n]=A"1b | n>0

= h[n] = (cA" 1b)u[n — 1]+ d5[n]
Note que a resposta ao impulso também pode ser obtida como a transformada Z
inversa de H(z), isto &,
h[n] = 2 Hc(zl - A)"Lb+d}
=2 Hz Y (c(z2l - A)Lzb) +d} = cA" L bu[n — 1]+ d[n]
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Solucao da equacao nao homogénea II
No dominio do tempo, a resposta a uma entrada qualquer x[n] para n >0 é dada por

n—1
v[n] = A"vo+ ¥ A" Kbx[K]
k=0

n—1
ylnl=cA"vo+ Y, cA" 1K px[k] + dx[n]
k=0
ou, usando a definicdo de convolug3o discreta, por
v[n] = A"v + (A"_lu[n —1]) = (bx[n]u[n])

ylnl = A" + (A" uln — 1]) = (bx[nluln]) + dx[n]

Equivalentemente, multiplicando as equac¢des dindmica e de saida dadas em (3) por
u[n] e aplicando a transformada Z, tem-se

V(z) = (21 = A) Lzvg + (21 - A) " 1bX(2)

Y(2) = c(zl - A) " Lzvg + (c(z1 = A) L b+ d) X(2)
Note que as parcelas devido a entrada nula e devido as condi¢Ges iniciais nulas
véem-se claramente.
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Solucao da equacao nao homogeénea 111

Se a entrada x[n] é solugdo do sistema homogéneo
Vn+1]=Av[n] , v[0]=¥ , x[n]=cv[n]

a solug3o v[n] do sistema original pode ser obtida a partir do sistema aumentado

vl = [0 SIEE - fal - o=t i
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Exemplo 1.12

Considere o sistema

v[n+1]=ﬁ (1)] v[n]+m [l V[O]zm oyl =[1 0]v[n] , x[m]=2"

Os autovalores de Asdo le —1, e
A = po(n)l+ pa () A
sendo pg e p1 dados por

14 (~1)" 1-(~1)"
1=po+p1 , (-1)"=po—p1 = po= (2 ),p1= (2 )

Assim, A" e a resposta a entrada nula s3o dados respectivamente por

g LI 1= (-1 -y

_oan.,
2 1—(—1)" 1+(_1)" = }’en["]—CA Vo=
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Exemplo 1.12 (cont.)

A parcela relativa as condi¢des iniciais nulas é dada por

Yeinlr] = (A" Luln — 1))« (bellulin]) = (51— (-1)")uln~1]) = (2"uln])
= (4 ()eln—1]) = ("uln])

Computando as convolugdes, tem-se

Yein[n] = 5 Z (1+( 1)k)U[k—1]2"7kU["—k]=2"71U["—1]Z":(1+(—1)k)27k

k_—oo k=1
— o Lyfn—1)( Y (1/2)+ ¥ (~1/2)K) =2 L1271 ﬁ)ﬂn— 1
k=1 k=1

_ 1 1., 1 n _ 1 1., 1 n
= (=3+32"+5(-1")eln-1 = (= 5+ 352"+ =(=1)")uls]
e, portanto, para n >0

y[n]:(% 1( 1)"——+;2"+ Z(-1)" )u[n]:(%2”—%(—l)”)u[n]
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Exemplo 1.12 (cont.)

Igual resultado poderia ser obtido pela transformada Z, obtendo-se Y(z) e expandindo
em fragdes parciais

C-De+D)  Z-DEr)z-2)

05z +—O.52+—0.52+1 z +1 z
T (z-1)  z+1  z—-1 6\z+1) 3\z-2

Y(z)=

v
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Exemplo 1.13

Considere novamente o sistema
v[n+1] = {‘1’ é] v+ m ], v[o]= m ylnl=[1 v[n] . x[n]=2"
Note que a entrada x[n] = 2" pode ser obtida como solu¢3o do sistema
vn+1]=2v[n] , v[0]=1 , y[n]=7V[n]

O sistema aumentado dado por

o110 0
A=|1 0 1| , ¥[0)={1| , ¢=[1 0 O]
0 0 2 1
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Exemplo 1.13 (cont.)

produz como solugio (utilizando a forma de Jordan, i.e. AQ = le\)

(1741 ~(=1)"+1

001 0][-1 1 1
1 0 1 1 1 2
00 2|0 0 3
-1 1 1] [(-)” o o
Al=11 1 2 0 1" 0
o 03| o o o
SR ke e

2 0

e, portanto,

-1 1 1][-1 0 0
=1 1 2[|0 10

(0o 0 3|0 o0 2

-3 3 -1
%33—3

0 0 2

(1/3)(=1)" =1+(2/3)2"
(-1)"+1  —(1/3)(-1)"—1+(4/3)2"
2n

0

1

y[n] = ¢A"v[0] = Z2" + %1(—1)”

3
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Definicao 3 (Observabilidade)
O sistema dindmico linear discreto invariante no tempo, descrito por
vfn+1]=Av[n] , veR™ |  y[n]=cv[n] €R

é observavel (ou, equivalentemente, o par (A, c) € observdvel) se existir k > 0 inteiro
tal que o conhecimento da saida y[n] para todo n € [0, k] € suficiente para determinar
a condigio inicial v[0].

As propriedades das matrizes de observabilidade também aplicam-se a sistemas
discretos, isto é, o par (A, c) é observivel se e somente se

c
cA
det(Obsv(A, c)) = det } #0

CAn—l
ou se e somente se a matriz

I:A - A'} e (C(m+1)><m
Cc

tiver rank m.
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Definicao 4 (Controlabilidade)
O sistema dindmico linear discreto invariante no tempo, descrito por
vin+1] = Av[n]+bx[n] , veR™ | x[n]eR

é controldvel (ou, equivalentemente, o par (A, b) é controldvel) se para qualquer
estado inicial v[0] e um estado v[k] final arbitrdrio, existir uma entrada x[n],
n € [0,k], k > 1 finito que leve o sistema de v[0] a v[k].

v

As Propriedades de controlabilidade também aplicam-se a sistemas discretos, isto €, o
par (A, b) é controlavel se e somente se

det(Ctrb(A, b)) = det [b Ab -~-A”‘1b] #0
ou se e somente se a matriz
[A-A1 b] e cmx(m+1)
tiver rank m.
No caso continuo, como exp(At) é n3o singular para todo t, a controlabilidade de um
estado arbitrario inicial a um estado final, de um estado inicial a origem ou da origem
a um estado final arbitrdrio é a mesma coisa. No caso discreto, pode haver distincdo

entre controlabilidade para a origem e controlabilidade a partir da origem ou
acessibilidade (chamada em inglés de reachability) se a matriz A for singular.
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Exemplo 1.14

O sistema
0 1 0 0
vfn+1]=10 0 1| v[n]+ 0| x[n]
0 0 O 0

é n3o controldvel (matriz de controlabilidade igual a zero), n3o satisfaz a definicdo de
controlabilidade nem pode atingir um ponto qualquer a partir da origem. No entanto,
para qualquer condi¢3o inicial e para qualquer entrada x[n],

v[3] = A3v[0] =0

implicando que o sistema é controldvel para a origem.
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Exemplo 1.15

O sistema
0 0 0
vin+1]= {2 1] v[n] + L} x[n]
é n3o controldvel (matriz de controlabilidade tem rank igual a 1), e portanto no pode
atingir um ponto qualquer a partir da origem. Entretanto, para qualquer condi¢do

inicial
%
v[o]= |
V20
a entrada x[0] = —2vy9 — vy transfere o sistema para a origem, indicando que o

sistema é controldvel para a origem.
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Propriedade 2

Para sistemas controldveis, existe B € R™ tal que a entrada
x[n]=b'(A)""B , ne[0,k], k>1 4)

leva o sistema da condicdo inicial v[0] =0 para v[k] arbitrario.

Exemplo 1.16

Considere o sistema
0 1 1
vin+1]= {_2 _3] v[n] + [1} x[n]

controldvel, pois

det(Ctrb(A, b)) = det E _15} £0

A solug3o v[n] para condi¢des iniciais nulas é dada por

v[n] = "f A1k by K]
k=0
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Exemplo 1.16 (cont.)
ou, multiplicando por u[n] e aplicando a transformada Z,
V(z) = (21 - A)1bX(2)
A transformada Z de x[n]u[n] é dada por
Z{6((A) ) Bulnl} = b/ (1= (4) ") 2B
e, portanto,
V(z) = (21— A) 1B (21— (A) 1) 12
Substituindo os valores, tem-se

z (z+4)(2z—1) (z+4)(2z+5)

V@ =MDP = o g )22 1 324 D) [z -D(22-1) (2-2)(2z+5)| P

Note que det(M(z)) =0 para todo z, pois det(bb’) =0.
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Exemplo 1.16 (cont.)

Entretanto, a transformada inversa Z de M(z), dada por

10, ., n no 28 ( 1\"
5 (-2)"+6(-1)"~9(-1) n—?(—i)

e (—%)

M(n) =

—%(—2)" _18(=1)"+9(—1)"n+ ? (—%)

g(—z)" +12(=1)"—9(=1)"n— ? (—%)

é n3o singular para todo n> 1. A entrada x[n], n € [0,1] que leva o sistema da origem
para v[2] = [1 —3]’ é dada por (4) e, portanto,

oo []-3
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Exemplo 1.16 (cont.)

9 3 {“%’_" [ Al

(e

an=[i|x=3 1] v=aan =5 4]+ 5 1] = )

=3 9y 3 [ =36
)=

= —(18(-2)" —12(-1)C="
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Estabilidade

Estabilidade

Assim como no caso continuo, a estabilidade de sistemas discretos no tempo pode ser
caracterizada em termos da relagdo entrada-saida (BIBO estabilidade) ou em termos
das varidveis de estado (estabilidade dos pontos de equilibrio).
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Estabilidade entrada-saida

Propriedade 3 (Fun¢&o de transferéncia BIBO estavel)

Se um sistema linear invariante no tempo descrito por uma fung¢do de transferéncia
H(z) for BIBO estavel, entdo z = exp(jw) pertence ao dominio 2y, pois

o0 foo
|H<z=exp0w))|=]k_z h[k]exp(—fwk)]skz |[K]| < +oo

—=—o0

e isso mostra que um sistema € BIBO estdvel se e somente se a resposta ao impulso
for absolutamente somavel.
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Propriedade 4 (Fungdo de transferéncia racional causal BIBO
estdvel)

Um sistema linear invariante no tempo causal descrito por uma fungio de
transferéncia racional

N(z
H(z) = (2) 7
D(z)
é BIBO estdvel se e somente se todos os polos Ay (isto &, raizes de D(z) =0) tiverem
valor absoluto menor do que um.
Prova: autovalores com médulo menor do que um garantem que a resposta causal ao
impulso

Qp,={z€C, |z|>|o]|}, G:ml?x|lk|

hlnl =Y acguln] . glnl=n"Afuln] , 0<r <m
k=1

é absolutamente somavel.
Observe que foi suposto que H(z) & estritamente préprio. Se H(z) for prdprio, ocorre
um impulso na resposta ao impulso, o que ndo invalida a demonstragao.
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Polinomio Schur

Definicao 5 (Polindmio Schur)

Um polinémio D(p) que possui todas as raizes com valor absoluto menor do que um é
chamado de polinémio Schur.

Assim como no caso de polindmios Hurwitz, isto é, polindmios cujas raizes tém parte
real negativa, associados a sistemas continuos no tempo, existem critérios numéricos
para determinar se todas as raizes de um polindmio estdo no interior do circulo
unitdrio do plano complexo sem computar explicitamente as raizes.
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Propriedade 5 (Critério de Jury)

Considere um polinémio Dm,(z) de grau m dado por

Omz™ + 0 12" ozt oy, Q>0

Construa a tabela (verso simplificada do critério de Jury) com os coeficientes do
polinémio na primeira linha (da poténcia maior para a menor), com os coeficientes [
dados por

(20

Bm-1=0m—koOo, Pm-2=0m_1—koor, ..., Po=01—koOm-1 , kOZOT
'm

na segunda linha, com os coeficientes Y dados por

Ym—2 =Bm-1—kiBos, Ym-3=Bm2—kiP1, ..., wW=PB—kiBm2 ., k1= ﬁﬁo .

e assim por diante.
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Propriedade 5 (Critério de Jury (cont.))

Om Om-1 Opm—2 - O 01 Op
ﬁm—l Bm—Z e Tt ﬁl ﬁO

Ym—2  Ym-3 P

&1 o

o

O polinémio Dp,(z) € Schur se e somente se todos os coeficientes da primeira coluna
da tabela forem positivos. Além disso, o niimero de elementos com coeficientes
negativos na primeira coluna indica o nimero de raizes fora do circulo unitdrio.

Casos de singularidade no cémputo da tabela devem ser tratados adequadamente.

O elemento associado ao grau zero de um polinémio é igual ao produto das raizes,
implicando que uma condi¢3o necessaria para a estabilidade é que |og| < Q.
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Exemplo 1.17

A tabela de Jury associada ao polinémio

D2(Z) = 22 +o01z+ 0

é dada por
1 (05 T 0%))
B Bo
)]
com 1
ko=op , f1=1— ao,ﬁo—al—aoal,kl—w
1-af
(1-ag)on (1-a3)?—((1-ap)m)?
Yo=P1—kifo=1— %—7(01 —ooy) = o2
-0

As condi¢Oes necessérias e suficientes para que as raizes estejam no interior do circulo
unitario sdo dadas por

Bi>0 = |oo|<1l , >0 = [1—0of|>|(1—a0)oy]
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Exemplo 1.18
Considere o polindmio
D( —_ 4 3 2
z)=z"—-0.7z> - 0.075z° 4+ 0.05z + 0.05

e a tabela de Jury associada

ko=0.05, B3=1—(0.05)(0.05)=0.9975, Py =—0.7—(0.05)(0.05) = —0.7025,
B1 = —0.075 — (0.05)(—0.075) = —0.07125, By = 0.05— (0.05)(—0.7) = 0.085

ki ~0.0852, 7 =0.9975— (0.0852)(0.085) ~ 0.9903,
71 = —0.7025 — (0.0852)(—0.07125) ~ —0.6964,
Y = —0.07125 — (0.0852)(0.7025) ~ —0.0114

ky~ —0.0115, & = 0.9903 — (—0.0115)(—0.0114) ~ 0.9901,
8o = —0.6964 — (—0.0115)(—0.6964) ~ —0.7044

k3~ —0.7115, & = 0.9901 — (—0.7115)(—0.7044) ~ 0.4889
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Exemplo 1.19

1 -0.7 —0.075 0.05 0.05
0.9975 —0.7025 —0.07125 0.085
0.9903 —0.6964 —0.0114
0.9901 —0.7044
0.4889

Como os elementos da primeira coluna s3o todos positivos, pode-se concluir que todas
as raizes estdo no interior do circulo unitdrio. De fato, as raizes sdo —0.25+0.25 e
0.6 +,0.2.
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Exemplo 1.20

Considere o polinémio
D(z) =z*—1.2234+0.0722 + 0.3z - 0.08

e a tabela de Jury associada

1 -1.2 0.07 0.3 —0.08 ko = —0.08
0.9936 —1.1760 0.0756 0.2040 k1 =0.2053
0.9517 —1.1915 0.3170 ko =0.3331
0.8461 —0.7946 k3 = —0.9391
0.0999

Como os elementos da primeira coluna s3o todos positivos, pode-se concluir que todas
as raizes estdo no interior do circulo unitario. De fato, as raizes sdo —0.5, 0.8, 0.5 e
0.4.
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Exemplo 1.21

Considere o polindmio
D(z)=z%—1.322 —0.08z+0.24

e a tabela de Jury associada

1 -1.3 —0.08 0.24 ko =0.24
0.9424  —1.2808 0.2320 k1 = 0.2462
0.8853 —0.9655 ko = —1.0906

—0.1677

A presenca de um sinal negativo na primeira coluna indica que uma das raizes esta
fora do circulo unitario. De fato, as raizes sdo 1.2, 0.5 e —0.4.
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Transformacao bilinear

A transformac3o bilinear definida por

s+1
Z =
s—1

mapeia o circulo unitdrio |z| =1 no semi-plano esquerdo do plano complexo

Re(s) < 0. Assim, a estabilidade Schur de um polinémio pode ser testada com os
critérios de estabilidade relacionados com polinémios Hurwitz, como por exemplo a
tabela de Routh.
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Exemplo 1.22
Considere o polinémio
D(z)=z* —1.22° 40.0722 + 0.3z - 0.08

que, com a transformacgio bilinear, pode ser escrito em termos de s como

1\* 1\3 1\?2 1
STIY () toor(SRE) 4o3(fl) 008
s—1 s—1 s—1 s—1

Multiplicando a equagio por (s— 1)4 e simplificando, tem-se

D(s) = 0.09s* +1.325% +5.385 + 7.325 4 1.89
cuja tabela de Routh é dada por

s 0.09 5.38 1.89
S| 132 732

s2 | 4.8809 1.89
s | 6.8089

1 1.89

Como todos os elementos sdo positivos, D(s) é Hurwitz = D(z) é Schur.
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Estabilidade do estado

Assim como no caso continuo, o comportamento das trajetdrias do vetor de estados
para entrada constante e condi¢c8es iniciais préximas ao ponto de equilibrio define a
estabilidade local (estdvel, assintoticamente estavel ou instavel).

Propriedade 6 (Estabilidade assintdtica de sistemas lineares)

O sistema linear auténomo

v[n+1] = Av[n]
€ assintoticamente estavel se e somente se o valor absoluto de todos os autovalores de
A for menor do que um, pois a solugcdo do sistema linear é dada por

v[n] = A"v|[0]

que é composta pelos modos préprios associados as raizes de A(1) =0, ou seja,
associados aos autovalores da matriz A.

Se nenhum autovalor for nulo, a origem € o tnico ponto de equilibrio do sistema e,
portanto, se a origem for assintoticamente estavel, o sistema € globalmente
assintoticamente estavel.
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As consideragdes sobre polos e zeros s3o vélidas também para o caso discreto, ou seja,
a fung3o de transferéncia é dada por

H(z)=c(zl-A) tb+d

e, portanto, todo polo de H(z) é autovalor de A, mas nem todo autovalor é
necessariamente polo (pode haver cancelamentos devidos a ndo controlabilidade ou a
n3o observabilidade). Assim, a estabilidade assintética implica na BIBO estabilidade,
e a BIBO estabilidade sé implica na estabilidade assintética se o sistema for
controldvel e observavel.
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Funcao de Lyapunov

Propriedade 7 (Fungdo de Lyapunov)

Considere o sistema

v[n+1] = f(v[n])
O ponto de equilibrio v =0 € assintoticamente estavel se existir um dominio Q
contendo a origem e uma fungdo escalar y(v) continua tal que

w(0)=0, y(v)>0VveQ—{0} e Al[/(v):l[/(v[n—i—l])—l[/(v[n])<OVv€Q—{O}J

Assim como no caso continuo, a condi¢do acima é apenas suficiente para a
estabilidade assintética, e depende da construgio da fungio y(v), que na maioria dos
casos é dada por

w(v)=VvPv

com P € R™*™ uma matriz simétrica definida positiva a determinar. Note que, com
essa escolha de y(v), a primeira diferenca é dada por

Ay(v) = f(v[n])' PF(v[n]) - vn] Pv[n]

e o teste da estabilidade assintdtica consiste na analise do sinal de Ay/(v).
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Desigualdade de Lyapunov
Propriedade 8 (Desigualdade de Lyapunov)

O sistema linear auténomo

v[n+1] = Av[n]

é assintoticamente estdvel se e somente se existir P = P’ > 0 tal que

APA-P<0 (definida negativa)
Prova: a suficiéncia é consequéncia da escolha da fungcdo de Lyapunov
v(v)=vPv = Ay(v)=v[n+1]Pv[n+1]—v[n] Pv[n] = v[n]'(A'PA— P)v[n]

e, portanto,

v(v)>0 e Ay(v)<0,v#A0 = P>0,APA-P<0

Note que A'PA— P é uma matriz simétrica.
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A determinag¢do de uma matriz simétrica definida positiva P que satisfaz a
desigualdade acima pode ser feita pela solugdo da equagio de Lyapunov

APA-P=-Q

com @ = Q' > 0 arbitraria, por exemplo, igual 3 matriz identidade.

Teorema 1 (Lyapunov)
Para qualquer matriz Q = Q' > 0, a solucdo da equacdo de Lyapunov

APA-P=-Q

€ dnica, simétrica e definida positiva se e somente se todos os autovalores da matriz A
tiverem valor absoluto menor do que um (isto €, se A for assintoticamente estdvel).
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Teorema 1 (Lyapunov (cont.))

Prova: se os autovalores de A (iguais aos de Al ) sdo, em mddulo, menores do que um,
P € solugido dnica da equagdo pois ndo existem dois autovalores cujo produto seja
igual a um.

Além disso, para Q = Q' > 0 qualquer, a solucdo (como |Aj(A)| <1, i=1,....m, a
soma converge) é dada por

oo
P=Y (A)FQA*
k=0
Substituindo na equacdo, tem-se
oo

Z(A/)kQAk—(Q+ -f(Al)kQAk) -—Q
k=1

+oo +oo
A Z (Al)kQAkA_ Z (A/)kQAk _
k=0 k=0 k=1

o que confirma que P acima € solucdo. Como Q € simétrica e definida positiva, P
também o €, o que completa a necessidade. Para mostrar a suficiéncia, considere A
um autovalor de A com o autovetor associado v, isto é, Av = Av. Entdo,

(v*) Qv = (v*) Pv—(v*) A PAv = (v*)' Pv — A*(v*) PAv = (1— |l|2)(v*)/Pv

e, como (v*)' Qv e (v*)'Pv sdo reais e positivos, tem-se |A|> < 1.
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Exemplo 1.23

Considere o sistema
1 -05
vin+1] = L 0 } v[n]

Pela solu¢do da equagao de Lyapunov discreta,

APA—P=—I
tem-se ,
1 05 |pr p2||1 05| |p1 p2|_|-1 O
1 0 p2 p3/ |1 O p2 p3] |0 -1
2p>+p3 —0.5p1 —15p| |[-1 O P—l 24 -8
—0.5p1 —1.5p0 0.25p1—p3 | |0 -1 T 5|—-8 11

Como P é definida positiva (menores principais lideres positivos), o sistema é
assintoticamente estdvel. |
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Exemplo 1.24

Considere o sistema
0 1
vin+1]= {_5 —6} v[n]

Pela solu¢do da equagao de Lyapunov discreta,

APA—P=_|
tem-se ’
[o 1}{,;1 pQHO 1}_{/31 Pz}:[—l 0}
5 6| |pp p3||-5 —6| |p2 p3 0 -1
-1 0 25
[25p3—p1 —~6p; +30p3 ]:[—1 0] =~ |lo -6 30
—6p2+30p3  p1—12p2 +35p3 0 -1 1 —-12 35
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p1 1
p2| = |0
p3 1

Como o determinante da matriz acima é nulo, a solu¢do pi1, p2 € p3 n3o existe ou n3o

¢ Unica, indicando que o sistema n3o é assintoticamente estavel. De fato, as equac¢des
- . o o - 7 5

acima ndo possuem solugdo, pois o vetor [1 0 1] nao estd no range da matriz.
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Propriedade

Propriedade 9

O sistema linear auténomo

v[n+1] = Av[n]
€ estdvel se e somente se o valor absoluto de todos os autovalores de A for menor ou
igual a um, e os blocos de Jordan associados aos autovalores com mddulo igual a um
forem de ordem igual a um. Note que, nesse caso, a sequéncia v[n] é sempre limitada
para qualquer condicdo inicial. Alguns livros utilizam os termos “estabilidade no
sentido de Lyapunov” ou “sistema marginalmente estavel’.

Caso contrdrio, isto €, se houver algum autovalor com valor absoluto maior do que um
ou blocos de Jordan de ordem maior que um associados aos autovalores de mddulo
igual a um, o sistema € instavel.
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Discretizacao I

Modelos discretos que descrevem de maneira aproximada sistemas dindmicos
continuos no tempo podem ser obtidos de diversas maneiras em fun¢do do tempo de
amostragem T (por exemplo, veja o comando c2d do Matlab).

Considere o sistema linear continuo no tempo dado por
v(t) = Av(t)+ bx(t)
y(t) = ev(t) +dx(t)
Levando em conta que
. . v(t+T)—v(t)
= I _
=TT
pode-se aproximar o modelo acima por
v(t+T)=v(t)+Av(t) T+ bx(t) T
e, computando v(t) e x(t) apenas nos instantes t =nT, n=0,1,... tem-se
v((n+1)T) =+ TA)v(nT)+ Thx(nT)
y(nT)=cv(nT)+dx(nT)

Prof. Pedro L. D. Peres Linearidade em Sinais e Sistemas 57/62



Cap. 6 — Equagdes de Estado de Sistemas Discretos
0000000000000000000000000000000000000000000000000000S00
Discretizacao 11

A discretiza¢do acima (aproxima¢do de primeira ordem de Euler), embora melhore
quanto menor for o valor de T, pode ser bastante imprecisa.

Se a entrada x(t) é obtida de um sinal digital que passa por um conversor
digital-analdgico, do tipo segurador de ordem zero (em inglés, zero order hold), tem-se

x(t)=x(nT)=x[n] , para nT <t<(n+1)T , n=0,1,...

Para essa entrada que muda apenas com os instantes discretos de tempo n, a solugcdo
do sistema dindmico continuo é dada por

(1) = ep(A(O0)+ [ exp(At— ) bx(B)dp

que, computada em t =(n+1)T fornece
(n+1)T
v((n—|—1)T):exp(A(n—i—l)T)v(O)—F/O exp(A(n+1)T — B)bx(B)dB
= ep(AT) (exp(AnT)v(0) + [ "7 exp(A(nT - B))bx(B)dB)

(n+1)
[T (AT 4 T p)ex(B)ap
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Discretizacao 111

Portanto, como x(f) = x(nT) é constante, tem-se

-
V(n+1)T) = exp(AT)v(nT) + (/O exp(AB)dB ) bx(nT)
e o modelo discreto é dado por
vln+1] = Agv[n]+ bgx[n]
y[n] = cqv[n] + dx[n]
com -
Ay =exp(AT) , by = (/0 exp(A[i)dB)b ,Cd=c,dy=d

Note que n3o foi feita nenhuma aproximagdo no modelo e, portanto, a equagido
discreta fornece a solug¢do exata do sistema continuo em t = nT se a entrada for
mantida constante entre dois instantes.

Note ainda que

A‘l(Ad—I)b/OTexp(AB)dB:/OT(H—AB-i—A2B S)dB =TI+ — T A+§—|3A2+-~-
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Discretizacao IV

e, se A é ndo singular, tem-se

T2 T3
-1 2 3 -1
AT (TA+ o A2+ g A4 1=1) = A7 (exp(AT) — 1)
€ nesse caso
by = A" (exp(AT)—1)b=A"Y(Ay—1)b
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Exemplo 1.25

Considere o sistema
. 0 1 1
v:[_2 _Jv—l—[l]x ,y=[1 1]v

cuja fungdo de transferéncia é dada por

2s+1

HE)= 5242542

O sistema discretizado com T =1 é dado por

0.5083  0.3096 o [ 1.0471 _
bd =A (Ad—l)b— |:—01821:| s Y= [1 1] v

Ad=exp(A)=| (6191 —0.1108

4
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A Figura 3 mostra as respostas ao degrau continua y,(t) e discreta y,[n], tendendo
ao valor H(0) = 0.5. Note que os pontos da sequéncia discreta y[n] coincidem com
yu(t) nos instantes t = kT.

3ot

Figura: Respostas ao degrau, continua y(t) (—) e discretizada y[n] (o).
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