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O ENGENHEIRO

A luz, o sol, o ar livre

envolvem o sonho do engenheiro.

O engenheiro sonha coisas claras:
superficies, ténis, um copo de dgua.

O lapis, o esquadro, o papel;

o desenho, o projeto, o nimero:

o engenheiro pensa o mundo justo,
mundo que nenhum véu encobre.

(Em certas tardes nés subfamos

ao edificio. A cidade didria,

como um jornal que todos liam,

ganhava um pulmao de cimento e vidro.)

A 4gua, o vento, a claridade

de um lado o rio, no alto as nuvens,
situavam na natureza o edificio
crescendo de suas forcas simples.

Joao Cabral de Melo Neto
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Resumo

Este trabalho trata do problema de controle por realimentagao de estado
para sistemas lineares tendo como critérios de desempenho as normas Hs e Hoo,
abordando sistemas continuos e discretos no tempo.

As solugoes propostas sao obtidas a partir de problemas de otimizacao conve-
xo0s, descritos em termos de desigualdades matriciais lineares (em inglés, Linear
Matriz Inequalities — LMI’s), que podem ser resolvidos numericamente de ma-
neira eficaz, e também permitem a incorporacao de restricoes adicionais, como
por exemplo incertezas no modelo.

Abstract

This work deals with the state feedback control problem for linear systems
with H9 and Hs norms as performance index, in both continuous-time and
discrete-time cases.

The proposed solutions are obtained from convex optimization problems, des-
cribed in terms of Linear Matrix Inequalities — LMI’s, which can be numerically
solved in an efficient way, and allow the incorporation of additional constraints
as, for instance, model uncertainty.



Introducao

Assim como a solugao do Problema Linear Quadratico, obtida através da equacao de Riccati,
marcou época nos anos 60 e é utilizada amplamente até hoje, pode-se dizer que a Anélise
Convexa produziu igual impacto no final dos anos 80, inicio dos 90.

Gragas a uma manipulacao adequada, problemas de controle puderam ser formulados
em um espaco paramétrico convexo, como problemas de otimizagao, permitindo o uso de
ferramentas computacionais eficientes para sua resolucao. Em particular, os problemas
convexos descritos por desigualdades matriciais lineares (em inglés, LMIs — Linear Matriz
Inequalities) atrairam mais atengao, pela simplicidade e elegancia, e principalmente pelo
verdadeiro arsenal de métodos numéricos especializados disponiveis.

Este trabalho contribui com algumas parametrizagoes de problemas de controle Hy e/ou
Hoo para sistemas lineares, continuos e discretos no tempo, em termos de LMIs.

De maneira geral, apresenta-se o resultado de teoria de controle baseado em uma equacao
de Riccati, e em seguida duas parametrizacoes convexas do problema: a primeira, escrita
em termos da inversa da solugao definida positiva da equagdo de Riccati, e a segunda em
um novo espaco paramétrico obtido apds uma transformacao de variaveis.

A organizagao escolhida foi a seguinte: a parte I trata apenas de sistemas continuos
no tempo, e a parte II apenas de sistemas discretos no tempo. Dentro de cada parte sao
tratados os topicos otimizacao Hs e otimizacdo Ho, de maneira espelhar.



Parte 1

Sistemas Continuos no Tempo



Capitulo 1

Definicoes e preliminares

Os sistemas lineares invariantes no tempo aqui considerados sao descritos por equacoes de
estado

{:U = Az + Byw + Byu (1.1)

y = Cx+ Du

nas quais £ € R" é o vetor de estado, u € R™ é o vetor de controle, w € R! é o vetor
de disturbios e y € R" é o vetor de saida controlada. As matrizes A, By, By, C' e D tém
dimensoes apropriadas e sdo supostas conhecidas. Assume-se também:

i) C'"D = 0 (ortogonalidade);
ii) D'D > 0 (ponderagao positiva no controle).

A hipétese 1) ndo acarreta perda de generalidade, tornando as expressoes matematicas mais
simples, e ii) é necessaria para assegurar a existéncia de ganhos finitos.
O problema a ser investigado é o de controle por realimentacdo de estado, isto é, a lei

de controle é dada por
u=Kzx (1.2)

com K € R™*™ a determinar. A partir de (1.2), definem-se as matrizes de malha fechada
A
A=A+ B K (1.3)
A
Cy=C+ DK (1.4)
De particular interesse é o conjunto de ganhos estabilizantes definido por
K 2 {K : Aj é assint. estével } (1.5)

isto é, todos os autovalores de Ay tém parte real estritamente negativa. A matriz de trans-
feréncia de w para y é dada por

H(s) =Cy(sI— Ap) ' By (1.6)
e, para K € K e s = jw, define-se a norma Hs por

1H1E = o [ T {H () H () (1.7)

4



1.1. Problemas de controle e perspectivas )

A norma Ho de uma matriz de transferéncia estédvel pode ser calculada a partir dos gra-
mianos de controlabilidade L. e observabilidade L,, isto é, das matrizes simétricas solugoes,
respectivamente, das equagoes

AfL.+ LA} + B1By =0 (1.8)
}LO + LoAf + C}Cf =0 (19)
resultando A
|H|3 = Tr (BjLoB1) = Tr (CyL.CY) (1.10)
A norma H.o de uma matriz de transferéncia é definida por?
A .
[Hl[c = sUp Omas [H(jw)] (1.11)
weRy

e pode ser calculada a partir da relagao entre um limitante superior v > 0 para a norma
Moo € a existéncia de uma matriz definida positiva P [4], [34]:

LEMA 1.1 |H||w <7 se e somente se a desigualdade
A4P+ PAj+~y ?PB1B{P+C;C; <0 (1.12)
admitir P = P' > 0 como solucao.

A partir do lema 1.1, um procedimento iterativo pode ser formulado para o célculo da
norma H.o, no qual baixa-se gradativamente o valor de v até o limite de existéncia de uma
solucao definida positiva P para (1.12).

1.1 Problemas de controle e perspectivas

Da secao anterior, alguns problemas de controle podem ser formulados.

A caracterizacao do conjunto de ganhos estabilizantes K sob o ponto de vista da anélise
convexa foi abordada por exemplo em [2], [6], [7]. Com a escolha de um espago paramétrico
adequado, os ganhos estabilizantes podem ser obtidos a partir de um conjunto convexo,
possibilitando assim a extensao dos resultados para sistemas incertos (o chamado problema
de estabilizacao quadratica [8], [23]).

Com a defini¢do de um critério de desempenho baseado na norma da matriz de trans-
feréncia, dois problemas de controle se colocam: o de controle 6timo Hz [21], e o de controle
6timo Hoo [28] e suas extensdes para o caso incerto (chamados de problemas de custo ga-
rantido [9], [26]).

Utilizando a relacao entre a norma Ho, € a existéncia de uma matriz definida positiva
expressa pelo lema 1.1, pode-se caracterizar o conjunto K, isto ¢,

Ky 2 {K : Aj é assint. estével e |[H|o <7 } (1.13)

de maneira convexa, permitindo assim a extensao para o caso incerto, o chamado problema
de estabilidade quadratica com nivel 7 prescrito de atenuacao de distirbios [10].

Lo maz 6 0 valor singular méaximo.
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Uma vez caracterizado o conjunto K, outro critério de desempenho pode determinar a
escolha particular do elemento K € K. Se, por exemplo, a norma Hsz ¢ escolhida, tem-se o
chamado problema de controle misto Ha/H~. Com a definigdo de um custo auxiliar, que
é um limitante superior da norma s, a analise convexa fornece uma solucao aproximada
para o problema misto Ha/Ho [11].

Extensoes dos problemas mencionados acima envolvem, por exemplo, o problema do
controle descentralizado [5]; o problema de realimentacao de saida [12], [14], [17], [22], [25],
[31]; o problema de controle com alocagao de pélos em subregides do plano complexo [29];
o problema de controle singular, isto é, com o relaxamento da hipétese ii) para D'D > 0 e
suas conexoes com o controle a modos deslizantes [36].



Capitulo 2

Otimizacao H-

2.1 Introducao

Da discussao realizada no capitulo 1, fica clara a dependéncia da matriz de transferéncia
em malha fechada em relagao a uma particular escolha do ganho de realimentacao K. Este
capitulo discorre sobre o problema do controle étimo tendo como critério a norma Hs.

2.2 Problema de Controle Otimo Ho

A partir da caracterizagao de todos os ganhos de realimentacao de estado que estabilizam
um sistema, define-se o problema de controle étimo Hs:

min || H||? 2.1
KGKH 15 (2.1)

Utilizando a relacao entre os gramianos de controlabilidade e de observabilidade com a
norma Ho, podem-se definir os problemas equivalentes:

min Tr (B, PB 2.2
o T (BPBY) (22

sujeito a
(A+ BsK) P+ P(A+ BsK) + (C+ DK)(C+DK) =0 (2.3)

ou ainda
min _ Tr (C + DK)W(C + DK)' 2.4
K O (( IW( )) (2.4)

sujeito a
(A+ BoK)W +W(A+ BoK) + B1By =0 (2.5)

Deixando de lado, por enquanto, a restricao K € K e tomando (2.2), tem-se:

min Tr (B,PB 2.6
win Tr (B PBy) 2.6

b
sujeito a

W : (A+ ByK)P+ P(A+ ByK)+ (C+ DK)(C+DK)=0 (2.7)

7
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sendo W = W’ a varidvel dual associada a restrigao (2.7). O lagrangeano L(P, W, K) é dado
por

L(P,W, K) = Tr { B\PB1+ W([(A+ B2K)' P+ P(A+ ByK) +(C+ DK)(C+ DK)]} (2.8)

As condicoes necessarias de otimalidade fornecem

(A+ BoK)W +W(A + BoK) + BB =0 (2.9)
(A+ B;K)P+ P(A+ B;K)+ (C+ DK)(C+DK)=0 (2.10)
2[D'DK + B4P]W =0 (2.11)

Se a matriz W for definida positiva, a solugao 6tima em termos do ganho K é tunica,
assegurando a estabilidade do sistema em malha fechada, dada por

K=—(D'D)"'B,P (2.12)
que, substituido em (2.10), fornece
AP+ PA— PBy(D'D)"'ByP+C'C =0 (2.13)

que é a equacao de Riccati para sistemas continuos no tempo. O valor 6timo da norma o
¢é dado portanto por
min ||H||3 = Tr (B|PB;) (2.14)

para P solucao de (2.13).

A garantia de que o ganho K dado por (2.12) é um ganho estabilizante vem da equagao
(2.10), podendo ser verificada com a escolha da fungdo de Lyapunov v(z) = 2/Pz. Da
equagao (2.9), a matriz W serd definida positiva sempre que (Ay, B}) for observavel; uma
condicao suficiente para tal é dada por rank B; = n. Observe que as mesmas condigoes de
otimalidade podem ser obtidas da minimizacao de Tr (CyWC%) sujeito a (2.5).

2.3 Relagao com o Problema Linear Quadratico

O problema de controle étimo por realimentacao de estado tendo como indice de desempenho
um critério quadratico ficou conhecido como o problema do Regulador Linear Quadratico
[1], e pode ser colocado assim:

o0
min J:/ "y dt 2.15
0y VY (2.15)
sujeito a
t = Az + Bu , o (2.16)
= Cz+ Du (2.17)

com as hipéteses C'D =0 e D'D > 0. A solugao 6tima é dada por

K =—(D'D)"'ByP (2.18)
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com P = P’ > 0 solucao da equacao de Riccati
A'P 4+ PA— PBy(D'D)"'ByP 4+ C'C =0 (2.19)
e o valor 6timo do critério é
J* = z(Pxg (2.20)

com P solugao de (2.19). Portanto, o ganho 6timo K coincide com aquele obtido da mini-
mizagao da norma Hsy, ambos dependentes da solucdo da equagao de Riccati (2.19). O valor
do critério iguala o valor minimo da norma Ho sempre que

xyPxo = Tr (B{PB) (2.21)

ou seja, sempre que
rozy = B1Bj (2.22)

2.4 Parametrizacao convexa da solucao de Riccati

O problema de otimizagao da norma Hs (2.6) poderia ser formulado trocando-se a restrigao
de igualdade (2.7) por uma restrigdo de menor ou igual, pois a fungao objetivo aliada ao
fato da matriz P ser definida positiva garante, no 6timo, que a igualdade é satisfeita. Assim,
um problema equivalente pode ser definido

m}%n Tr (B} PB;) (2.23)

sujeito a
P>0 (2.24)
A'P+PA—PBy(D'D)'B,P+C'C <0 (2.25)

mas (2.25) ndo é uma restri¢do convexa na variavel P.
Através de manipulagoes algébricas chega-se ao seguinte problema convexo, que fornece
como solucdo 6tima W = P~ L.

TEOREMA 2.1 A solucdo dtima do problema

min  Tr (X 2.26
i, T () (226)
sujeito a
W >0 (2.27)
W B
>
[Bi I% ] >0 (2.28)
—AW — WA’ + By(D'D)™'By, W’
>
l W I >0 (2.29)
fornece
W=pP'!  Tr(X) = min |H|3 (2.30)

O ganho dtimo de realimentacdo é dado por

K=—(D'D)'Byw! (2.31)
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Prova: Usando forma complementar de Schur [3], (2.27)-(2.28) implicam

X>BW™B = Tr(X) > Tr (BiW'B)) (2.32)
e a minimizacao em X garante a igualdade. A desigualdade (2.29) implica
— AW —WA' + By(D'D)"'By > WC'CW (2.33)
que multiplicada & esquerda e & direita por W~ fornece
AW+ W A-WIBy(D'D) ' ByW 4 C'C <0 (2.34)
que, com W~! = P iguala-se a (2.25). O

O teorema 2.1 proporciona uma parametrizacao convexa da solucao da equacao de Ric-
cati, e portanto, através da relagdo (2.31), de todos os ganhos estabilizantes K que sao
Otimos para alguma escolha particular das matrizes de ponderagdao C' e D do problema de
otimizagdo Ho (consequentemente, um subconjunto de K, j& que este dltimo contém todos
os ganhos de realimentagao de estado que estabilizam o sistema (1.1)). Além disso, pode-se
mostrar que o sistema (1.1) é estabilizdvel se e somente se existir P = P’ > 0 que verifique
(2.25).

COROLARIO 2.1 O sistema (1.1) é estdvel se e somente se existir P = P’ > 0 tal que
AP+ PA— PBy(D'D)"'ByP+C'C <0 (2.35)
No caso afirmativo, o ganho estabilizante é dado por

K=—(D'D)"'B,P (2.36)

Prova: Se o sistema é estabilizdvel, entao 3 K e P = P/ > 0 tais que
(A+ BK)'P+ P(A+ B2K)+ (C+ DK)(C+ DK) <0 (2.37)
que pode ser re-escrita (lembrando que C'D = 0)
AP+ PA— PBy(D'D)"'ByP +C'C
+ [K 4+ (D'D)"'ByP)(D'D)[K + (D'D)"'B,P] <0 (2.38)

Como [K + (D'D)~'B4P]'(D'D)[K + (D'D)"'B,P] > 0, a expressio (2.35) é satisfeita.
Para provar a suficiéncia, re-escreve-se (2.35) como

(A— Bo(D'D)"'ByP) P+ P(A — By(D'D) "' B4 P)

+(C - D(D'D)"'B,YP)(C -~ D(D'D)"'B,4P) <0 (2.39)
e como P > 0, com o ganho K dado por (2.36) o sistema em malha fechada é assintotica-
mente estavel. O

O resultado do teorema 2.1 permite a extensao para tratar sistemas com as matrizes A,
By e C incertas, mas a expressao do ganho depende explicitamente de D e Bs, exigindo
portanto que estas sejam precisamente conhecidas. Outras restri¢des poderiam ser incorpo-
radas ao problema: por exemplo, se D'D = I, para matrizes By bloco diagonais, o controle
descentralizado poderia ser obtido a partir da imposicao de que a solugao W seja bloco
diagonal.
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2.5 Parametrizacao convexa do problema H,

O problema de otimizagao da norma Hsa (2.6) poderia ser formulado a partir de (2.4)-(2.5),
trocando-se esta 1ltima equacao por uma desigualdade, ou seja,

min Tr ((C + DKYW(C + DK’ 2.40
K Oy (( W( )) (2.40)

sujeito a
(A+ BoK)W +W(A+ BoK) + B1B; <0 (2.41)

Com hipéteses adicionais, como por exemplo a observabilidade do par (A, B}), ou ainda
rank By = n, os pares (W, K) com W > 0 que satisfazem (2.41) parametrizam todo o espago
de ganhos estabilizantes, isto é

1K ek <= 3JK,W >0 tais que (2.41) é satisfeita (2.42)

Porém, o problema (2.40)-(2.41) néo é convexo nas varidveis (K, W).
Definindo-se um novo espaco paramétrico chega-se ao problema convexo abaixo, que
fornece como solucao o ganho 6timo Ho.

TEOREMA 2.2 A solucdo dtima do problema

min __ Tr (X) (2.43)
X, Z W
sujeito a
W >0 (2.44)
w wcC'+Z'D'
[ CW + DZ X 1 20 (2:45)
_ _ r_ 7Nl
l AW WA = B2 = 2'By B | (2.46)
B I
fornece
Tr (X) = min ||H|?3 (2.47)
O ganho dtimo de realimentacdo € dado por
K=2w"! (2.48)

Prova: Usando forma complementar de Schur e lembrando da hipétese de ortogonalidade
C'D =0, (2.44)-(2.45) implicam

X >(CW+D2Z)WHCW +DZ) = (C+DZW HW(C + DZW~tY (2.49)

e portanto
Tr (X) > Tr (C+DZW HWw(C + DZW1)) (2.50)
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com a igualdade sendo garantida pela minimizagdo. Além disso, a desigualdade (2.46)
fornece

— AW —WA' — ByZ — Z'By > B, B, (2.51)

que pode ser re-escrita
(A+ BoZW YW + W (A + BoZW Y + BB} <0 (2.52)
indicando que K = ZW ™! é um ganho estabilizante que assegura, na solucdo 6tima,
Tr (X) = min ||H|3 (2.53)

a

Como as desigualdades (2.44)-(2.46) sao afins nos parametros que descrevem o sistema
(1.1), isto é, nas matrizes A, By, Ba, C e D, o resultado do teorema 2.2 pode ser estendido
para sistemas incertos, pois o ganho K nao depende explicitamente de nenhuma dessas ma-
trizes. O problema de otimizacao a ser resolvido é um problema convexo, com critério linear
e restricoes descritas por desigualdades matriciais lineares. Restricoes adicionais poderiam
ainda ser incorporadas, como por exemplo, a descentralizagdo do ganho, impondo-se Z e W
bloco diagonais.



Capitulo 3

Otimizacao Ho

3.1 Introducao

Como visto no capitulo 1, a norma da matriz de transferéncia em malha fechada depende
do ganho de realimentacao K escolhido. Este capitulo discorre sobre o problema do controle
6timo tendo como critério a norma Ho.

3.2 Problema de Controle Otimo #.,

O problema de otimizacao Hoo pode ser definido a partir da caracterizacdo de todos os
ganhos de realimentagao de estado que estabilizam um sistema:

min ||H 3.1
uin (11l (3.1)
ou, equivalentemente,
min__ 7y 3.2
KekK (3.2)
sujeito a
[Hlloo < (3.3)

Utilizando a relagao entre a norma H., de uma matriz de transferéncia e a existéncia de
uma matriz definida positiva (veja lema 1.1), o problema poderia ser formulado como

min 3.4
Kek,p (34)

tal que existe P > 0 solucao de
(A+ ByK)P+ P(A+ ByK) +v 2PBB,P+ (C +DK)(C+DK) <0 (3.5)

O problema (3.4)-(3.5) ndo é convexo nas varidveis de interesse, ou seja, v, P e K.

13
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3.3 Controlador central H

Para v > 0 fixo, a partir da expressao (3.5) na igualdade e da definigdo de um critério
auxiliar, obtém-se o chamado controlador central H.
Define-se o custo auxiliar como a fungao Tr (B} PBj) e o seguinte problema de otimizagao

min Tr (B! PB 3.6
i, (B1PB1) (3.6)

Y

sujeito a
(A4 BoK)P + P(A+ BoK) +~ 2PB1B{P + (C+ DK)(C+ DK)=0 (3.7)

Chamando de W = W’ a varidvel dual associada a restri¢ao (3.7), o lagrangeano L(P, W, K)
¢é dado por

L(P,W, K) = Tr { B{PB1 + W[(A + BoK)'P + P(A + B K)
+572PBiB{P + (C + DK)(C + DK)]} (3.8)
As condigbes necessarias de otimalidade fornecem (3.7),

(A+ ByK)W + W(A+ BoK) + 4 2W[PB B, + BiB,P]+ BiB, =0  (3.9)

2[D'DK + B4P]W =0 (3.10)
Para W definida positiva, a solugao em termos do ganho K é tunica, dada por
K =—(D'D)"'B,P (3.11)

que, substituido em (3.7), fornece
AP+ PA+P(y2B1B] — By(D'D) 'By)P+C'C=0 (3.12)

que é a equacao de Riccati associada ao problema de controle Hoo [4], [34]. O controle K
dado por (3.11) pertence ao conjunto K, e é chamado de controlador central Ho. Além
disso, dado um v > 0, a func¢ado custo auxiliar é tal que

Tr (B{PBy) > |H|3 (3.13)
para quaisquer K e P = P’ > 0 tais que
(A+ BoKYP + P(A+ ByK) + (C+ DK)Y(C + DK) < — 4 2PBiBlP <0  (3.14)

A minimizagao de Tr (B} PBj) garante o menor limitante superior para a norma Ha, satis-
feitas as condicoes que asseguram K € K.

A utilizacao de tal funcéo custo auxiliar permite portanto o projeto de controladores mis-
tos Ha/Hoo, mas apenas um limitante da norma Ho é minimizado. Embora neste caso sejam
utilizadas ponderagoes C' e D idénticas para as normas Hs e Hoo, 0 mesmo procedimento
poderia tratar um sistema com uma saida distinta para cada uma das normas.

Como conclusao, a obtencao do controlador central H., pode ser efetuada a partir da
solucao de uma equagao matricial de Riccati, de maneira similar a do controle 6timo Ha,
gracas a definicao da funcdo custo auxiliar. Entretanto, tal abordagem nao permite um
tratamento direto do problema de controle 6timo Ho, j4 que o valor de v teria que ser
envolvido num procedimento iterativo externo a solugdo de (3.12). Além disso, a parame-
trizacao obtida nao é convexa, dificultando a extensdo para tratar sistemas incertos (note
que o sinal do termo quadratico em (3.12) é indefinido).
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3.4 Parametrizagcao convexa da solucao de Riccati

A caracterizacao do conjunto K, (ao menos da parcela de ganhos étimos segundo o custo
auxiliar definido em (3.6)) pode ser feita através de uma equagao de Riccati (3.12). Manipu-
lando-se adequadamente a desigualdade associada a esta tltima expressao, chega-se a uma
parametrizacao convexa das solugoes.

TEOREMA 3.1 Dado v > 0, existe K € ICy se e somente se existir W =W’ tal que

W >0 (3.15)
—AW — WA + By(D'D)™'By By W'
B I 0 >0 (3.16)
cCwW 0 I

No caso afirmativo, o ganho é dado por

K=—(D'D) 'Byw! (3.17)

Prova: Para mostrar-se a necessidade, a partir da existéncia de um ganho K € K, tem-se
(pelo lema 1.1)
(A+ ByK)'P + P(A+ ByK)

+~"2PB1B{P + (C+ DK)'(C+ DK) <0 (3.18)
que pode ser re-escrita
A'P+PA+~+2PBB{P + C'C — PBy(D'D) ' B,P
+ [K + (D'D)"'BLP)(D'D)[K + (D'D)"'B4P] < 0 (3.19)
Como [K + (D'D)~'B,P)(D'D)[K + (D'D)"'B,P] > 0,
A'P+PA+~+2PBB{P+C'C <0 (3.20)
Multiplicando-se & esquerda e & direita por P!, e fazendo W = P~ > 0, tem-se
AW + WA + WC'CW +~2B1B} — Bo(D'D)"'B, <0 (3.21)

que, usando-se a forma de Schur, fornece (3.16).
Para a suficiéncia, aplicando a forma complementar de Schur em (3.16), com W > 0,
obtém-se

—AW — WA’ + By(D'D)"'By — WC'CW > ~2B, B (3.22)

ou ainda

AW + WA + WC'CW +~72B1B; — Bo(D'D)"'By <0 (3.23)

Multiplicando-se & esquerda e & direita por W1, tem-se

AW+ WA+ CC+y W BIBIW ™ =W By(D'D) ' ByW ™' <0 (3.24)
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que pode ser re-escrita
(A— By(D'D) ' BoW YW= + W= (A - By(D'D) ' BLW )

+ Ay 2WBBIW Tt + (C - D(D'D)'ByWw Y (C - D(D'D)'Byw ) <0 (3.25)

implicando que K dado por (3.17) é um ganho estabilizante que satisfaz a condicao (1.12)
do lema 1.1 e, portanto, K € K,.

Com o teorema 3.1, uma parametrizagdo convexa da solugdo da equacao de Riccati é
obtida, e a partir dela os problemas de controle 6timo H., e do controlador central podem
ser abordados pela programacao convexa.

TEOREMA 3.2 A solucdo dtima do problema

min  7r (X) (3.26)
sujeito a
W>0 (3.27)
W By
>
HIE .
—AW —WA' + By(D'D)™'By By, W'
B, I 0 | >0 (3.29)
cw 0 I
fornece
W=pP'!, Tr(X)= TrBW'B) > |H|3 (3.30)

e 0 ganho ¢timo de realimentacao dado por
K=—(D'D)'Byw! (3.31)

é tal que ||H||oo < 7.

Prova: Similar as anteriores, e por isso omitida. O

TEOREMA 3.3 A solucdo étima do problema

min 9 (3.32)
oW
sujeito a
W >0 (3.33)
—AW — WA+ Bo(D'D)"'By By W'
Bj o1 0 >0 (3.34)

cw 0 1
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fornece
W=pP' V5= min |H|x (3.35)
O ganho dtimo Heo de realimentacdo é dado por
K=—(D'D)'Byw! (3.36)

Prova: A equivaléncia entre as condicoes (3.33)-(3.34) e a expressao (3.14) decorre do
teorema 3.1, e a minimizagdo em J assegura o minimo valor de norma H., que admite a
existéncia de uma solugao W definida positiva. O

Os resultados dos teoremas 3.1, 3.2 e 3.3 permitem tratar sistemas com as matrizes A,
By e C incertas, mas a expressao do ganho ainda depende explicitamente de D e Bs. Outras
restricoes poderiam ser incorporadas ao problema: por exemplo, se D'D = I, para matrizes
B> bloco diagonais, o controle descentralizado poderia ser obtido a partir da imposicao de
que também a solucao W seja bloco diagonal.

3.5 Parametrizacao convexa do problema H.,

A partir da relagao entre a norma H., de uma matriz de transferéncia e a existéncia de uma
matriz definida positiva que satisfaz uma desigualdade matricial estabelecida pelo lema 1.1,
uma condicdo equivalente pode ser obtida.

LEMA 3.1 ||H|leo <7 se e somente se a desigualdade
AW + WA} + BiBy + vy *WCCfW <0 (3.37)
admitir W = W' > 0 como solugdo.

A expressao (3.37) nao envolve de maneira convexa as varidveis de interesse (o ganho
K embutido nas matrizes de malha fechada Ay e Cy e a matriz W). Definindo-se um novo
espago paramétrico, obtém-se o problema convexo a seguir, que fornece como solugao o
ganho 6timo Heo.

TEOREMA 3.4 A solucdo étima do problema

min 0 (3.38)
oW
sujeito a
W >0 (3.39)
—AW — WA — ByZ —Z'B, By WC'+Z'D'
Bj 1 0 >0 (3.40)
CW+DZ 0 ol
fornece
Ve = min ||H||s (3.41)

O ganho dtimo Heo de realimentacdo é dado por

K=2w™! (3.42)
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Prova: Das restrigoes (3.39)-(3.40), obtém-se (por forma complementar de Schur)
—AW —WA' — ByZ — Z'By — B\B} > 6" Y(CW + DZ)'(CW + DZ) (3.43)
que pode ser re-escrita
(A+ BoZW YW + W (A + BoZW 1Y

+ 6 W@ +DZW Y (C+DZW HW + BB, <0 (3.44)

que, com K = ZW~! e § =~2 > 0, iguala-se & condicao (3.37) do lema 3.1. A minimizacao
(3.38) garante o valor 6timo da norma H.. O

Para v > 0 dado, o problema misto Ha/H~ pode ser abordado a partir da definigdo da
funcao custo auxiliar

Tr ((C + DZW YW (C + DZW 1Y) (3.45)

que resulta no seguinte problema de otimizacao.

TEOREMA 3.5 Para v > 0 dado, a solugao 6tima do problema

min  Tr (X 3.46
S (3.46)
sujeito a
W >0 (3.47)
w wWcC'+ Z'D'
CW + DZ X 20 (3.48)
—AW — WA — ByZ —Z'B, By WC'+Z'D'
Bj 1 0 >0 (3.49)
CW+DZ 0 ol |
fornece
Tr (X) = Tr (C+DZW HYW(C +DzZw™Y > |H|3 (3.50)

e o ganho otimo de realimentacao dado por
K=2w™! (3.51)
é tal que ||H||oo < 7.

Prova: Pelo teorema 3.4, K dado por (3.51) pertence a K. A partir de (3.48), usando a
forma complementar de Schur, tem-se

X > (CW+DZ)W Y CW +DZ) = (C+DZW HYW(C + DZW~') (3.52)
e portanto, com K = ZW 1,

Tr (X) > Tr (C;WC) = [ H]3 (3.53)
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A fungao objetivo (3.46) garante o menor limitante verificadas as demais condigdes que
asseguram K ¢ KC,. O

Como as desigualdades (3.39)-(3.40) e (3.47) s@o afins nas matrizes A, By, Ba, C e D, e
o ganho 6timo K nao depende explicitamente dessas matrizes, o resultado dos teoremas 3.3
e 3.4 pode ser estendido para sistemas incertos. Nos dois casos, o problema de otimizacao
associado é um problema convexo, tendo portanto garantida a convergéncia para a solucao
otima global. Restricoes adicionais poderiam ainda ser incorporadas, como por exemplo, a
descentralizacao do ganho, impondo-se Z e W bloco diagonais.



Parte 11

Sistemas Discretos no Tempo
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Capitulo 4

Definicoes e preliminares

Os sistemas lineares invariantes no tempo aqui considerados sao descritos por equacoes de
estado a diferencas

(4.1)

Try1 = Azp + Biwg + Baug
ye = Cxp+ Duy

nas quais € R" é o vetor de estado, u € R™ é o vetor de controle, w € R! é o vetor
de disturbios e y € R é o vetor de saida controlada. As matrizes A, By, By, C e D tém
dimensoes apropriadas e sdo supostas conhecidas. Assume-se também:

i) C'D = 0 (ortogonalidade);
ii) D'D > 0 (ponderagao positiva no controle).

A hipétese 1) ndo acarreta perda de generalidade, tornando as expressoes matematicas mais
simples, e ii) é necessaria para assegurar a existéncia de ganhos finitos.

O problema a ser investigado é o de controle por realimentacao de estado, isto é, a lei
de controle é dada por

u=Kzx (4.2)
com K € R™*™ a determinar. A partir de (1.2), definem-se as matrizes de malha fechada
Ar 2 A+ ByK (4.3)
A
Cy=C+ DK (4.4)

De particular interesse é o conjunto de ganhos estabilizantes definido por
A L ;
K = {K : Ay é assint. estavel } (4.5)

isto é, todos os autovalores do sistema em malha fechada estao no interior do circulo unitario
centrado na origem do plano complexo. A matriz de transferéncia de w para y é dada por

H(z)=C; (21— Ap) "' By (4.6)
e, para K € K e z = exp(jw), define-se a norma Hy por

153 & o [ T (Hlexpl)) Hlexp(io)) o (4.7)

21
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A norma Ho de uma matriz de transferéncia estédvel pode ser calculada a partir dos gra-
mianos de controlabilidade L. e observabilidade L,, isto é, das matrizes simétricas solugoes,
respectivamente, das equagoes

AfL A} — L.+ BBy =0 (4.8)
AL Ay — Lo+ C5Cy =0 (4.9)
resultando
|H|3 = Tr (B{LoB1) = Tr (CyLcCY) (4.10)
A norma H., de uma matriz de transferéncia é definida por
A .
[Hloo = max omae {H[exp(jw)]} (4.11)

wE[—m,7]

e pode ser calculada a partir da relacao entre um limitante superior v > 0 para a norma
Moo € a existéncia de uma matriz definida positiva P [37], [18], [35]:

LEMA 4.1 |H|loo <7 se e somente se a desigualdade
AsPAy — P+ CiCy+~y *PBi(I1+~ °B{PB;) 'B{P <0 (4.12)
admitir P = P' > 0 como solucao.

A partir do lema 4.1, um procedimento iterativo pode ser formulado para o cédlculo da
norma H.o, no qual baixa-se gradativamente o valor de v até o limite de existéncia de uma
solucao definida positiva P para (4.12).

4.1 Problemas de controle e perspectivas

Da secgao anterior, alguns problemas de controle podem ser formulados.

A caracterizagdo do conjunto de ganhos estabilizantes K sob o ponto de vista da andlise
convexa foi abordada por exemplo em [7], [8]. Com a escolha de um espago paramétrico
adequado, os ganhos estabilizantes podem ser obtidos a partir de um conjunto convexo,
possibilitando assim a extensao dos resultados para sistemas incertos (o chamado problema
de estabilizagao quadrética [8], [23]).

Com a definicao de um critério de desempenho baseado na norma da matriz de trans-
feréncia, dois problemas de controle se colocam: o de controle 6timo Hy [20], e o de controle
6timo Hoo € suas extensoes para o caso incerto (chamados de problemas de custo garantido
18], [24]).

Utilizando a relacao entre a norma Hoo € a existéncia de uma matriz definida positiva
expressa pelo lema 4.1, pode-se caracterizar o conjunto K, isto é,

Ky 2 {K : A é assint. estavel e |[H||oc <7 } (4.13)

de maneira convexa, permitindo assim a extensao para o caso incerto, o chamado problema
de estabilidade quadratica com nivel 7 prescrito de atenuacao de disturbios [15].

Uma vez caracterizado o conjunto K, outro critério de desempenho pode determinar a
escolha particular do elemento K € K. Se, por exemplo, a norma Hsz ¢ escolhida, tem-se o
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chamado problema de controle misto Ha/H~. Com a definigdo de um custo auxiliar, que
é um limitante superior da norma Ho, a andlise convexa fornece uma solugao aproximada
para o problema misto Ha/Ho [16], [38].

Extensoes dos problemas mencionados acima envolvem, por exemplo, o problema do
controle descentralizado [5]; o problema de realimentacao de saida [17], [27], [30]; o problema
de controle com alocagao de pélos em subregioes do plano complexo [32].



Capitulo 5

Otimizacao H-

5.1 Introducao

Da discussao realizada no capitulo II, fica clara a dependéncia da matriz de transferéncia
em malha fechada em relagao a uma particular escolha do ganho de realimentacao K. Este
capitulo discorre sobre o problema do controle étimo tendo como critério a norma Hs.

5.2 Problema de Controle Otimo Ho

A partir da caracterizagao de todos os ganhos de realimentacao de estado que estabilizam
um sistema, define-se o problema de controle étimo Hs:

min || H||? 5.1
KGKH 15 (5.1)

Utilizando a relacao entre os gramianos de controlabilidade e de observabilidade com a
norma Ho, podem-se definir os problemas equivalentes:

min Tr (B, PB 5.2
K2R p (B1PBh) (5.2)

sujeito a
(A+ ByK)'P(A+ BsK) — P+ (C+ DK)(C+ DK) =0 (5.3)

ou ainda
min Tr ((C + DKW (C + DK’ 5.4
K Oy (( IW( )) (5.4)

sujeito a
(A+ BoK)W(A+ BoK) —W + BBy =0 (5.5)

Deixando de lado, por enquanto, a restricao K € K e tomando (5.2), tem-se:

min Tr (B,PB 5.6
min Tr (B{PBy) (5:)

b
sujeito a

W : (A+ ByK)P(A+ ByK)— P+ (C+DK)(C+DK)=0 (5.7)

24



5.3. Relacao com o Problema Linear Quadratico 25

sendo W = W’ a varidvel dual associada a restri¢ao (5.7). O lagrangeano £L(P, W, K) é dado
por

L(P,W,K) = Tr{B{PBl +W[(A+ ByK)P(A+ ByK)— P+ (C+DK)(C+ DK)]} (5.8)

As condicbes necessarias de otimalidade fornecem

(A+ BoK)W(A+ BoK) — W + B1B] =0 (5.9)
(A+ Bo;K)P(A+ BsK)— P+ (C+ DK)(C+DK)=0 (5.10)
2[D'DK + B,PByK + ByPA]W =0 (5.11)

Se a matriz W for definida positiva, a solugao 6tima em termos do ganho K é tnica,
assegurando a estabilidade do sistema em malha fechada, dada por

K = —(D'D + B4PBy) 'ByPA (5.12)
que, substituido em (5.10), fornece
A'PA—P — A'PBy(D'D + ByPBy) ' BLPA+C'C =0 (5.13)

que é a equacao de Riccati para sistemas discretos no tempo. O valor 6timo da norma o
é dado portanto por
min ||H|3 = Tr (B{PB) (5.14)

para P solucao de (5.13).

A garantia de que o ganho K dado por (5.12) é um ganho estabilizante vem da equagao
(5.10), podendo ser verificada com a escolha da fungdo de Lyapunov v(z) = 2/Pz. Da
equagao (5.9), a matriz W serd definida positiva sempre que (Ay, B}) for observavel; uma
condicao suficiente para tal é dada por rank B; = n. Observe que as mesmas condigoes de
otimalidade podem ser obtidas da minimizacao de Tr (CyWC%) sujeito a (5.5).

5.3 Relagao com o Problema Linear Quadratico

O problema de controle étimo por realimentacao de estado tendo como indice de desempenho
um critério quadratico ficou conhecido como o problema do Regulador Linear Quadratico
[1], e pode ser colocado assim:

min J = Z y'y (5.15)
K k=0
sujeito a
Tyl = Az + Bouy, , xg (516)
yr = Cup+ Duy (5.17)

com as hipéteses C'D =0 e D'D > 0. A solugao 6tima é dada por

K = —(D'D + B,PB,) 'B,PA (5.18)
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com P = P’ > 0 solucao da equacao de Riccati
A'PA— P — A'PBy(D'D + B4PBy) ' B4bPA+C'C =0 (5.19)
e o valor étimo do critério é
J* =z, Pxg (5.20)

com P solugao de (5.19). Portanto, o ganho 6timo K coincide com aquele obtido da mini-
mizacao da norma Ho, ambos dependentes da solugao da equagao de Riccati (5.19). O valor
do critério iguala o valor minimo da norma Ho sempre que

z(,Pzo = Tr (B{PBy) (5.21)

ou seja, sempre que

5.4 Parametrizacao convexa da solucao de Riccati

O problema de otimizagao da norma Hs (5.6) poderia ser formulado trocando-se a restrigao
de igualdade (5.7) por uma restrigdo de menor ou igual, pois a fungao objetivo aliada ao
fato da matriz P ser definida positiva garante, no 6timo, que a igualdade é satisfeita. Assim,
um problema equivalente pode ser definido

m}i)n Tr (B1PBy) (5.23)

sujeito a
P>0 (5.24)
A'PA—P — A'PBy(D'D + B4PBy) ' BLPA+C'C <0 (5.25)

mas (5.25) nao é uma restri¢do convexa na variavel P.
Através de manipulacoes algébricas chega-se ao seguinte problema convexo, que fornece
como solucao 6tima W = P~ L.

TEOREMA 5.1 A solucdo dtima do problema

min  Tr (X 5.26
i () (5.20)
sujeito a
W >0 (5.27)
W B
>
M o
W wc! WA
cw I 0 >0 (5.29)
AW 0 W+ By(D'D)"'B}
fornece

W=pP'!  Tr(X) = min |H|3 (5.30)
O ganho dtimo de realimentacdo € dado por

K =—(D'D+ ByW™'By) 'Blw—1A (5.31)
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Prova: Usando forma complementar de Schur [3], (5.27)-(5.28) implicam
X>BW'B = Tr(X) > Tr (ByW 'B)) (5.32)
e a minimizacao em X garante a igualdade. A desigualdade (5.29) implica

W —WC'CW > WA'[W + By(D'D)" By AW (5.33)

que por sua vez fornece!

WA (W™ — W By(D'D + ByW ™ By) " ByW | AW — W+ WC'CW <0 (5.34)
Multiplicando & esquerda e & direita por W1, tem-se
AWTTA—W™ - AW™By(D'D + B\W1By) 'BlW A+ C'C <0 (5.35)
que, com W~! = P, iguala-se a (5.25). O
O teorema 5.1 proporciona uma parametrizacao convexa da solucao da equacado de Ric-
cati, e portanto, através da relagdo (5.31), de todos os ganhos estabilizantes K que sao
otimos para alguma escolha particular das matrizes de ponderacao C' e D do problema de
otimizagdo Ha (consequentemente, um subconjunto de K, ja que este dltimo contém todos
os ganhos de realimentagao de estado que estabilizam o sistema (4.1)). Além disso, pode-se

mostrar que o sistema (4.1) é estabilizavel se e somente se existir P = P’ > 0 que verifique
(5.25).

COROLARIO 5.1 O sistema (4.1) é estabilizdvel se e somente se existir P = P’ > 0 tal que
A'PA—P — A'PBy(D'D + B4PBy) ' BLPA+C'C <0 (5.36)
No caso afirmativo, ganho estabilizante € dado por

K = —(D'D + BYPBy) ' BLPA (5.37)

Prova: Se o sistema é estabilizdvel, entao 3 K e P = P/ > 0 tais que
(A+ BoK)P(A+ BsK) — P+ (C+ DK)(C+DK) <0 (5.38)
que pode ser re-escrita (lembrando que C'D = 0)
A'PA—P — A'PBy(D'D + B4PBy) ' BLPA + C'C

+[K+(D'D+BYPBy) ' B,PA] (D' D+ ByPBy)[K + (D' D+ ByPB,) ' B,PA] < 0 (5.39)

Como [K + (D'D + ByPBy)"'BL,PA)(D'D + BYPBy)[K + (D'D + ByPBy) "' B,PA] > 0,
a expressao (5.36) é satisfeita.
Para provar a suficiéncia, re-escreve-se (5.36) como

(A— By(D'D + B4PBy) ' B4PA) P(A— By(D'D + B4PBy) ' B4PA) — P

"Lema da inversa: (A+ BDC) ' =A"' -~ A™'B(D™' +CA™'B)'CcA™ .
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+(C = D(D'D + B4YPBy) 'B,PA) (C — D(D'D + B4PBy) 'B4PA) <0 (5.40)

e como P > 0, com o ganho K dado por (5.37) o sistema em malha fechada é assintotica-
mente estavel. O

O resultado do teorema 5.1, entretanto, nao permite a extensao para tratar sistemas com
as matrizes A, By e D incertas, pois a expressao do ganho depende explicitamente dessas
matrizes. Nem mesmo o controle descentralizado poderia ser obtido, pois apenas estruturas
muito particulares (e portanto restritivas) garantiriam K dado por (5.31) bloco diagonal.

5.5 Parametrizacao convexa do problema H,

O problema de otimizagao da norma Hsa (5.6) poderia ser formulado a partir de (5.4)-(5.5),
trocando-se esta 1ltima equacao por uma desigualdade, ou seja,

min Tr ((C+ DK)W(C + DK)' 5.41
K O (( )W ( )) (5.41)

sujeito a
(A+ BoKYW(A+ BoK) — W + B1B; <0 (5.42)

Com hipéteses adicionais, como por exemplo a observabilidade do par (A, B}), ou ainda
rank By = n, os pares (W, K) com W > 0 que satisfazem (5.42) parametrizam todo o espago
de ganhos estabilizantes, isto é

1K ek <= 3JK,W >0 tais que (5.42) é satisfeita (5.43)

Porém, o problema (5.41)-(5.42) nao é convexo nas variaveis (K, W).
Definindo-se um novo espaco paramétrico chega-se ao problema convexo abaixo, que
fornece como solucao o ganho étimo Ho.

TEOREMA 5.2 A solucdo dtima do problema

min __ Tr (X) (5.44)
X, Z,W
sujeito a
W >0 (5.45)
w wc'+7Z'D
>
CW+DZ X =0 (5.46)
w AW + ByZ By
WA+ Z'B) w 0 | >0 (5.47)
Bj 0 I
fornece
Tr (X) = min ||H|3 (5.48)

O ganho dtimo de realimentacdo é dado por

K=zw1 (5.49)
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Prova: Usando forma complementar de Schur e lembrando da hipétese de ortogonalidade
C'D =0, (5.45)-(5.46) implicam

X >(CW+D2)W Y CW +Dz) = (C+DZW YHYW(C + DZW~1Y (5.50)

e portanto
Tr (X) > Tr (C+DZW HWw(C + DZWw LY (5.51)

com a igualdade sendo garantida pela minimizagdo. Além disso, a desigualdade (5.47)
fornece

W — B1B] > (AW + By Z)W Y (AW + By Z)' (5.52)
que pode ser re-escrita
(A+ BoZW YW (A4 BoZW ™YY —W + BB, <0 (5.53)
indicando que K = ZW ™! é um ganho estabilizante que assegura, na solucao 6tima,
Tr (X) = min ||H|? (5.54)

|

Como as desigualdades (5.45)-(5.47) sao afins nos parametros que descrevem o sistema
(1.1), isto é, nas matrizes A, By, B2, C e D, o resultado do teorema 5.2 pode ser estendido
para sistemas incertos, pois o ganho K nao depende explicitamente de nenhuma dessas
matrizes. O problema de otimizagdo a ser resolvido é um problema convexo, com critério
linear e restrigoes descritas por desigualdades matriciais lineares.



Capitulo 6

Otimizacao Ho

6.1 Introducao

Como visto no capitulo II, a norma da matriz de transferéncia em malha fechada depende
do ganho de realimentacao K escolhido. Este capitulo discorre sobre o problema do controle
6timo tendo como critério a norma Ho.

6.2 Problema de Controle Otimo .,

O problema de otimizacao Hoo pode ser definido a partir da caracterizacdo de todos os
ganhos de realimentagao de estado que estabilizam um sistema:

min ||H 6.1
uin (11l (6.1)
ou, equivalentemente,
min__ 7y 6.2
KekK (6.2)
sujeito a
[Hlloo < (6.3)

Utilizando a relagao entre a norma H., de uma matriz de transferéncia e a existéncia de
uma matriz definida positiva (veja lema 4.1), o problema poderia ser formulado como

min 6.4
Kek,p | (6.4)

tal que existe P > 0 solucao de
(A+ BoK)'P(A+ BoK) — P+ (C+ DK)'(C + DK)

+~72PB(I1+~72B,PB;)"'B|P <0 (6.5)

O problema (6.4)-(6.5) ndo é convexo nas varidveis de interesse, ou seja, v, P e K.

30
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6.3 Controlador central H

Para v > 0 fixo, a partir da expressao (6.5) na igualdade e da definigdo de um critério
auxiliar, obtém-se o chamado controlador central H.
Define-se o custo auxiliar como a fungao Tr (B} PBj) e o seguinte problema de otimizagao

min Tr (B! PB 6.6
min, T (B{PBy) (6.6

I

sujeito a
(A+ BoK)'P(A+ BeK) — P

+72PB(1+~2B{PB,)"'B}P+ (C + DK)(C + DK) =0 (6.7)

Chamando de W = W’ a varidvel dual associada a restri¢ao (6.7), o lagrangeano L(P, W, K)
¢é dado por

L(P,W,K) = Tr { B{PBy + W[(A + ByK) P(A+ B,K) — P

+572PBi(1+4"2B{PB1) ' B{P + (C + DKY(C + DK)]} (6.8)
As condigbes necessarias de otimalidade fornecem (6.7),
(A+ BoK)W(A+ BoK) — W + B1 B
+ 7 ?Bi(1+~ 2B{PBy) 'B{PW +~ *WPB(1+~ 2B{PB;) ' Bj

—y*Bi(I+~ 7B PB1)"'BiPWPB(I1+~ °B{PB1)"' B{0 (6.9)
2[D'DK + B,PByK + ByPA]W =0 (6.10)

Para W definida positiva, a solugao em termos do ganho K ¢é tnica, dada por
K = —(D'D + B4PB,) ' BLPA (6.11)

que, substituido em (6.7), fornece
A'PA— P — A'PBy(D'D + BYPB,) ' B,PA

+ C'C+~y?PB,(1+~2B|PB,) " 'BiP =0 (6.12)

que é a equacao de Riccati associada ao problema de controle Hoo [37]. O controle K dado
por (6.11) pertence ao conjunto Ky, e é chamado de controlador central Hoo. Além disso,
dado um v > 0, a fungao custo auxiliar é tal que

Tr (BiPBy) > |H|3 (6.13)
para quaisquer K e P = P’ > 0 tais que
(A+ BoK)P(A+ BeK) — P

+~72PB(1+~72B,PB;)"'B|P + (C + DK)(C + DK) <0 (6.14)
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A minimizacao de Tr (B} PB;) garante o menor limitante para a norma Hs, satisfeitas as
condicoes que asseguram K € KC,.

A utilizacao de tal funcao custo auxiliar permite portanto o projeto de controladores mis-
tos Ha/Hoo, mas apenas um limitante da norma Ho é minimizado. Embora neste caso sejam
utilizadas ponderagoes C' e D idénticas para as normas Hs e Hyo, 0 mesmo procedimento
poderia tratar um sistema com uma saida distinta para cada uma das normas.

Como conclusao, a obtengao do controlador central Ho, pode ser efetuada a partir da
solucao de uma equacao matricial de Riccati, de maneira similar a do controle 6timo Ha,
gracas a definicdo da funcao custo auxiliar. Entretanto, tal abordagem nao permite um
tratamento direto do problema de controle 6timo H~o, j4 que o valor de v teria que ser
envolvido num procedimento iterativo externo a solugao de (6.12). Além disso, a parame-
trizacdo obtida nao é convexa, dificultando a extens@o para tratar sistemas incertos (note
também que o ganho K depende explicitamente das matrizes do sistema).

6.4 Parametrizacao convexa da solucao de Riccati

A caracterizacao do conjunto K, (ao menos da parcela de ganhos étimos segundo o custo
auxiliar definido em (6.6)) pode ser feita através de uma equagao de Riccati (6.12). Manipu-
lando-se adequadamente a desigualdade associada a esta ultima expressao, chega-se a uma
parametrizacao convexa das solugoes.

TEOREMA 6.1 Para v > 0 dado, considere o sequinte problema de otimizacdo:

min_ Tr (X) (6.15)
sujeito a
W >0 (6.16)
X B
> .
e o
w v iBy wc! WA
—1p/ -2
v By I++y°X 0 0 S
cw 0 I 0 =0 (6.18)
AW 0 0 W+ By(D'D)"'B)
Se a solucao dtima € tal que
X =BWB (6.19)
entao
P=W="' | Tr(X)=T (BiW'B)) > ||H|3 (6.20)

e 0 ganho do controlador central Hoo que assequra ||H||oo < v € dado por

K =—(D'D+ ByW™'By) ' Bw A (6.21)
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Prova: Usando complemento de Schur, as restri¢oes (6.16) e (6.18), com (6.19) satisfeita,
implicam
W —~?Bi(I-y?BiW ™' B1)"'Bj
—WC'CW — WA (W + Bo(D'D)'BY) P AW >0 (6.22)
que, multiplicada & esquerda e & direita por W' fornece
A (W + Bo(D'D) !By 1A -w!
+ AW TIB(I -y 2BiWIB) ' BiW 1t + C'C <0 (6.23)
Aplicando-se o Lema da Inversa (veja a nota ao pé da pagina 27) no primeiro termo, obtém-se
AWTTA— AW™IBy(D'D + ByW ' By) ' Biw 1A - w1
Y TEWTIB I+ 2 BWTIB) I BiW T+ C'C <0 (6.24)

que ¢é exatamente a equacdo de Riccati (6.12) com P = W~! e a desigualdade no lugar
da igualdade. Com o ganho K dado por (6.21), a equagao (6.24) pode ser re-escrita como
(6.14), e com X = B{W~!B; tem-se

Tr > |H|3 (6.25)

O

Com o teorema 6.1, uma parametrizagdo convexa da solucdo da equagao de Riccati

¢é obtida, fornecendo como resultado o chamado controlador central H,,. Entretanto, as
condicoes sao apenas necessarias para que o ganho resultante K pertenca ao conjunto K.,
estando a suficiéncia sujeita a um teste posterior (a verificacio da igualdade X = B{W 1 By).
Esse fato impede, de imediato, o tratamento do problema 6timo Heo. Além disso, como o
ganho K depende explicitamente das matrizes do sistema, a extensao dos resultados para

tratar sistemas incertos nao é possivel e, para a descentralizacao, exigiria hipéteses muito
restritivas.

6.5 Parametrizacao convexa do problema H .,

A partir da relag@o entre a norma H, de uma matriz de transferéncia e a existéncia de uma
matriz definida positiva que satisfaz uma desigualdade matricial estabelecida pelo lema 4.1,
condigoes equivalentes podem ser obtidas [19], [35], [37].

LEMA 6.1 |H|loo <7 se e somente se a desigualdade

AyPAy — P+ PCH(I+ CyPC}) ' CyP +~72B1B] =0 (6.26)
admitir P = P’ > 0 como solucao.
LEMA 6.2 |H|loo <7 se e somente se a desigualdade

Ay / y BBy 0
cf]Y[Af Cf]*[ 0 0

admitir Y =Y’ > 0 como solugao.

< l ro ] (6.27)
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A relagao entre os resultados dos lemas 6.1 e 6.2 é dada por [38]:
LEMA 6.3 Suponha que P = P’ > 0 satisfazendo o lema 6.1 exista. Entao:
a) A matriz simétrica definida positiva Y dada por
Y =P+ 0y (6.28)
€ tal que
ApY Ay =Y + ApY Ch (7?1 - C4Y C))'CyY Ay + B1B) = 0 (6.29)
b) Qualquer Y =Y’ > 0 satisfazendo o lema 6.2 € tal que Yy <Y.
Prova: Para mostrar o item a), multiplica-se (6.29) por v~2 obtendo-se
Af[y72Y + 7_2YC}(72I — C'ff/C’})fleY] =~ +472BIB, =0 (6.30)
Usando o lema de inversao de matrizes (nota ao pé da pagina 27), tem-se
Ap[y 2V = 47205Cy) A =Y +972B1B = 0 (6.31)
Denotando
P=q"2(Y — 472050y (6.32)

e manipulando as equacgoes (6.31) e (6.32), obtém-se Y dado por (6.28), seguindo-se daf a
equivaléncia entre (6.29) e (6.26). O item b) decorre de propriedades da equagao matricial

discreta de Riccati [33].

a

Os resultados dos lemas anteriores nao envolvem de maneira convexa as varidveis de
interesse (o ganho K aparece embutido nas matrizes de malha fechada Ay e Cf). Definindo-
se um novo espaco paramétrico, obtém-se uma caracterizacao convexa do conjunto K.

TEOREMA 6.2 Dado v > 0, eziste K € IC se e somente se existir W =W', X = X' e Z

tais que
W >0
Wz
>
[Z x |20
AB|[w z][4aB] [to][w z][Lo],
c D||lz x||c D oo||z X||oo
BB, 0 [0 o
[ 0 0]_ o 1|9

No caso afirmativo, o ganho € dado por

K=zw"1

(6.33)

(6.34)

(6.35)

(6.36)
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Prova: Primeiramente, a necessidade. Pelo lema 6.2, dado v > 0, existe K € K, se e
somente se existir Y =Y’ > 0 tal que

(A+ ByK)

(C + DK) 0 o

1Y[ (A+B:K) (C+DK) |+

BB, 0]<lY 0

que pode ser re-escrita

A B Y YK A c¢| [rto]l]ly YK o],
C D ||KY KYK || B, D 0 0||KY KYK' ||0 0
BB, o]l ,[00
+[ 0 0] 1o 1|<0 (6.38)

indicando que as matrizes W =Y, X = KYK' e Z = KY satisfazem as condigoes (6.33)-
(6.35) do teorema.
A suficiéncia é mostrada como segue. Das condigoes (6.33) e (6.35), obtém-se

A+ Byzw 1 v v B1B] 0
o Dz ]W[(AJrBzZW ) (C+Dzw ) |+ o o
— H)/ W%]%—[%][X—ZwlZ'HBQ D'|<o0 (6.39)

A restricio (6.34) implica X > ZW~1Z'. Consequentemente, de (6.39), com K = ZW 1,
obtém-se

[gﬁlw[/x'f ]+ (6.40)

BB, 0 W0
< 2
0 0 0 I
que, pelo lema 6.2, assegura || H ||oo < . Em outras palavras, K dado por (6.36) pertence a
Ky O

A partir da caracterizacao convexa do conjunto K, os problemas de controle H, sao
resolvidos de maneira convexa. O teorema a seguir fornece como solugdo o ganho 6timo
Heoo-

TEOREMA 6.3 A solucdo dtima do problema

min 9§ (6.41)
0, X, Z,W
sujeito a
W >0 (6.42)
w z
> .
[ 7 x |2 0 (6.43)

ABl[w z][4aB] [1o0 N
¢ pllz x||c D 00

wzZ I10
Z X 00
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+ BloBi g]—alg (I) <0 (6.44)
fornece
V6 = min ||H|« (6.45)
O ganho dtimo Heo de realimentacdo é dado por
K=2w™! (6.46)

Prova: Pelo teorema 6.2, o conjunto K, é parametrizado de maneira convexa através da
existéncia de matrizes W, X e Z solugoes para as restrigoes (6.33)-(6.35), com o ganho dado
por (6.46). A minimizacao (6.41) garante a otimalidade. O

Com o teorema 6.2, o conjunto de ganhos K, ¢é inteiramente parametrizado em um
conjunto convexo, definido pelas matrizes X, Z e W factiveis para o problema (6.33)-(6.36).
A partir dai, torna-se possivel abordar o problema de controle 6timo Ho, através de um
procedimento global de otimizagao, que envolve de maneira conjunta o limitante & e as
variaveis de interesse X, Z e W e é convexo, tendo portanto garantida a convergéncia para
o 6timo global.

Para v > 0 dado, o problema misto Hao/H pode ser abordado a partir da definigdo da
funcao custo auxiliar

Tr ((C + DZW YW (C + DZW 1Y) (6.47)

resultando no seguinte problema de otimizacao:

TEOREMA 6.4 Para v > 0 dado, a solu¢do dtima do problema

min Tr (V) (6.48)
V.X,Z, W
sujeito a
W >0 (6.49)
w wc'+7Z'D'
[ CW+DZ Vv =0 (6.50)
w Z
> .
l 7 X >0 (6.51)
AB|[wz|[4aB] [tol[wz][1o],
C D Z X C D 00 Z X 00
B1B; 0 510 0
+ 0 0 0 I <0 (6.52)
fornece
Tr (V) = Tr (C+DZW YHYWw(C +Dzw='Y > ||H|j3 (6.53)
e o ganho otimo de realimentacao dado por
K=2w"! (6.54)

é tal que ||Hl||oo < 7.



6.5. Parametrizacao convexa do problema Ho 37

Prova: Pelo teorema 6.2, com as condicoes (6.49), (6.51) e (6.52) satisfeitas, o ganho de
realimentacao de estados dado por (6.54) pertence a ICy. A partir de (6.50), usando a forma
complementar de Schur, tem-se

V > (CW+DZ2)W Y CW +DZ) = (C+DZW YW(C +DzZw~1Y (6.55)
e portanto, com K = ZW 1,
Tr (V) > Tr (C;WC) > |H|f3 (6.56)

A funcdo objetivo (6.48) garante o menor limitante verificadas as demais condigoes que
asseguram K € K. O

Como as desigualdades apresentadas pelos teoremas 6.2, 6.3 e 6.4 sdo afins nas matri-
zes A, By, Bs, C' e D, e o ganho 6timo K ndo depende explicitamente dessas matrizes,
os resultados podem ser estendidos para sistemas incertos. Os problemas de otimizacao
associados sao problema convexos, tendo portanto garantida a convergéncia para a solucao
otima global. Restricoes adicionais poderiam ainda ser incorporadas, como por exemplo, a
descentralizacao do ganho, impondo-se Z e W bloco diagonais.



Conclusoes e Perspectivas

De maneira sucinta, este trabalho expds alguns resultados de controle Hs e controle Ho,
para sistemas lineares, continuos e discretos no tempo, em forma de desigualdades matriciais
lineares — LMIs.

Duas vantagens principais da formulacao adotada sao: facilidade de solucao numérica
(hoje existem intimeros pacotes computacionais especializados em LMIs) e a extensao ime-
diata para o tratamento de sistemas com incertezas paramétricas, resultando no chamado
controle de custo garantido Hs ou Ho, ou simplesmente controle robusto.

A lista das perspectivas de trabalhos seguindo essa linha seria muito extensa e diversi-
ficada (uma boa idéia da potencialidade das LMIs pode ser obtida na referéncia [3]); para
citar algumas, por exemplo, hé o problema de filtragem robusta, o de reducao de ordem de
modelos, a juncao de outras técnicas de controle e filtragem robusta (como por exemplo a
teoria dos modos deslizantes) com critérios de otimizagdo Hs e/ou Heo, além de intimeras
possiveis aplicagoes.
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