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Sistemas Contı́nuos - Realimentação de Saı́da

Estabilização por Realimentação de Saı́da

Seja um sistema linear

ẋ(t) = Ax(t)+Bu(t) ; y(t) = Cx(t) x ∈ R
n
, u ∈ R

m
, y ∈ R

p

Problema

Determinar uma matriz L ∈ R
m×p tal que a lei de controle linear u(t) = Ly(t)

estabilize assintoticamente o sistema em malha fechada

ẋ(t) = (A+BLC)x(t)

(A+BLC) é estável se e somente se existir P > 0 tal que

(A+BLC)′P +P(A+BLC) = A′P +PA+C ′L′B′P +PBLC < 0

se e somente se existir P−1 > 0 tal que

P−1(A+BLC)′+(A+BLC)P−1 = P−1A′+AP−1 +P−1C ′L′B′+BLCP−1
< 0

se e somente se existir uma realimentação de estados K = LC ⇐⇒ KC⊥ = 0
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Sistemas Contı́nuos - Realimentação de Saı́da

Comentários

Termos PBLC e BLCP−1 de difı́cil manipulação

No caso de B (ou C) quadrada e invertı́vel, um problema equivalente de

realimentação de estados pode ser determinado

Aplicando o Lema da Projeção

Existe L estabilizante se e somente se existir P > 0 tal que

B′⊥
′(

P−1A′+AP−1
)
B′⊥

< 0 e C⊥′(
PA+A′P

)
C⊥

< 0

As LMIs acima não definem um conjunto convexo em P

Problema equivalente: existirem X = X ′
> 0 e Y = Y ′

> 0 tais que

B′⊥
′(

XA′+AX
)
B′⊥

< 0 e C⊥′(
YA+A′Y

)
C⊥

< 0

com a restrição (não convexa) XY = I
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Condições LMIs

Uma solução

Uma solução: considere o sistema

ẋ(t) = Ax(t)+Bu(t) ; y(t) = Cx(t) x ∈ R
n
, u ∈ R

m
, y ∈ R

p

Lema 1

Existe L tal que (A+BLC) é estável se e somente se existir R ∈ R
(n−p)×n,

W ∈ R
n×n e Z ∈ R

m×n tais que

T =

[
C

R

]
∈ R

n×n , com rank (T ) = n

W > 0 ; AW +WA′+BZ +Z ′B′
< 0

CWR′ = 0 e ZR′ = 0

No caso afirmativo, K = ZW−1 = ZC ′(CWC ′)−1C e L = ZC ′(CWC ′)−1 é o ganho

estabilizante de realimentação de saı́da.
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Condições LMIs

Prova

Prova: Suficiência. Supondo que a LMI é verificada e que T−1 existe, tem-se que

K = ZW−1 é um ganho estabilizante de realimentação de estados e

K = ZT ′(TWT ′)−1T = Z
[

C ′ R′
][ CWC ′ CWR′

RWC ′ RWR′

]−1 [
C

R

]

Impondo as restrições CWR′ = 0 e ZR′ = 0 obtém-se

K =
[

ZC ′ 0
][ (CWC ′)−1 0

0 (RWR′)−1

][
C

R

]
= ZC ′(CWC ′)−1

︸ ︷︷ ︸
L

C

Necessidade. Se existe L tal que A+BLC é estável, então ∃W > 0 tal que

(A+BLC)W +W (A+BLC)′ = AW +WA′+BLCW +WC ′L′B′
< 0

=⇒ Z = LCW verifica a LMI e R′ = W−1C⊥ verifica as outras duas hipóteses.

P. L. D. Peres & R. C. L. F. Oliveira IA892 - Análise e Controle de Sistemas Lineares por LMIs - Aula 10 6/26



Condições LMIs

Transformação de similaridade

Note que, se C =
[

Ip 0p×(n−p)

]
e R =

[
0(n−p)×p I(n−p)

]
, as restrições

CWR′ = 0 e ZR′ = 0 são restrições estruturais nas matrizes W e Z

CWR′ =
[

I 0
][ W11 W12

W ′
12 W22

][
0

I

]
= 0 =⇒ W12 = 0

ZR′ =
[

Z11 Z12

][ 0

I

]
= 0 =⇒ Z12 = 0

Dado um sistema linear

ẋ(t) = Ax(t)+Bu(t) ; y(t) = Cx(t)

qualquer escolha de matriz R tal que T−1 exista define uma transformação de

similaridade que leva a matriz de saı́da à forma

C̄ =
[

Ip 0p×(n−p)

]
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Condições LMIs

Condição LMI com restrições de estrutura nas variáveis

Considere ẋ(t) = Ax(t)+Bu(t) ; y(t) = Cx(t) ; x ∈ R
n
, u ∈ R

m
, y ∈ R

p

Com T =

[
C

R

]
com R arbitrária tal que T−1 exista, obtenha x̄ = Tx

˙̄x(t) = TAT−1
︸ ︷︷ ︸

Ā

x̄(t)+ TB︸︷︷︸
B̄

u(t) ; y(t) = CT−1x̄(t) =
[

Ip 0p×(n−p)

]
x̄(t)

Lema 2

Se existirem Wo = W ′
o ∈ R

n×n e Zo ∈ R
m×n tais que

Wo =

[
W11 0

0 W22

]
> 0 ; Zo =

[
Z11 0

]
, W11 ∈ R

p×p
,W22 ∈ R

(n−p)×(n−p)

ĀWo +WoĀ′+ B̄Zo +Z ′
oB̄′

< 0

então K̄ = ZoW−1
o =

[
Z11W−1

11 0m×(n−p)

]
estabiliza o sistema transformado e

L = Z11W−1
11 é um ganho estabilizante de realimentação de saı́da para o sistema

original.
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Condições LMIs

Comentários

Prova: Note que K̄ = ZoW−1
o é um ganho estabilizante de realimentação de

estados para o sistema transformado e que

K = K̄ T =
[

Z11W−1
11 0p×(n−p)

][
C

R

]
= LC

com L = Z11W−1
11 .

Dada uma matriz R, tem-se um teste convexo para a existência de um ganho

estabilizante de realimentação de saı́da

Condições suficientes

Problema: determinação da matriz R

✔ Extensão para controle robusto por realimentação de saı́da
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Método dos Dois Estágios

Realimentação de saı́da a partir de um ganho de estado estabilizante

É possı́vel calcular um ganho estabilizante por realimentação de saı́da se um

ganho estabilizante de realimentação de estados estiver disponı́vel. Essa técnica é

conhecida como “método dos dois estágios”.

Lema 3

Dado um ganho K tal que A+BK é assintoticamente estável, existe um ganho

estabilizante de realimentação de saı́da L tal que A+BLC é assintoticamente

estável se existirem matrizes P = P ′ > 0, F , G, H e J tais que




A′F ′+FA+K ′B′F ′+FBK P −F +A′G′+K ′B′G′ FB+C ′J ′−K ′H ′

P −F ′+GA+GBK −G−G′ GB

B′F ′+JC −HK B′G′ −H −H ′


< 0

No caso afirmativo, o ganho de realimentação de saı́da é dado por L = H−1J.
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Método dos Dois Estágios

Realimentação de saı́da a partir de um ganho de estado estabilizante —

Prova

Pré-multiplique a LMI do Lema 3 por T e pós-multiplique por T ′, com

T =

[
I 0 S′

0 I 0

]
, S = H−1JC −K

para obter

[
(A+BLC)′F ′+F (A+BLC) P −F +(A+BLC)′G′

P −F ′+G(A+BLC) −G−G′

]
< 0

que é a condição de estabilidade para (A+BLC), com L = H−1J, baseada no

Lema de Finsler.

A mesma transformação com S = 0 fornece um certificado da estabilidade de

A+BK (hipótese inicial), pois

[
(A+BK )′F ′+F (A+BK ) P −F +(A+BK )′G′

P −F ′+G(A+BK ) −G−G′

]
< 0
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Método dos Dois Estágios

Condição Necessária e Suficiente na forma de BMI

Pode ser vista como uma aplicação do lema da Projeção.

Lema 4

Existem P = P ′ > 0, K , F , G, H e J tais que




A′F ′+FA+K ′B′F ′+FBK P −F +A′G′+K ′B′G′ FB+C ′J ′−K ′H ′

P −F ′+GA+GBK −G−G′ GB

B′F ′+JC −HK B′G′ −H −H ′




=




A′F ′+FA+K ′B′F ′+FBK P −F +A′G′+K ′B′G′ FB

P −F ′+GA+GBK −G−G′ GB

B′F ′ B′G′ 0





︸ ︷︷ ︸
Z

+




0

0

I




︸︷︷︸
U ′

H
[
S 0 −I

]
︸ ︷︷ ︸

V

+




S′

0

−I


H ′

[
0 0 I

]
< 0 (1)
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Método dos Dois Estágios

Condição Necessária e Suficiente na forma de BMI (cont.)

Lema 4 (cont.)

se e somente se existirem P = P ′ > 0, K , F , G, H e J tais que

[
I 0 0

0 I 0

]


A′F ′+FA+K ′B′F ′+FBK P −F +A′G′+K ′B′G′ FB

P −F ′+GA+GBK −G−G′ GB

B′F ′ B′G′ 0






I 0

0 I

0 0




︸ ︷︷ ︸
NU

=

[
(A+BK )′F ′+F (A+BK ) P −F +(A+BK )′G′

P −F ′+G(A+BK ) −G−G′

]
< 0 (2)

[
I 0 S′

0 I 0

]


A′F ′+FA+K ′B′F ′+FBK P −F +A′G′+K ′B′G′ FB

P −F ′+GA+GBK −G−G′ GB

B′F ′ B′G′ 0






I 0

0 I

S 0




︸ ︷︷ ︸
NV

=

[
(A+BLC)′F ′+F (A+BLC) P −F +(A+BLC)′G′

P −F ′+G(A+BLC) −G−G′

]
< 0 (3)

com L = H−1J e S = H−1JC −K .
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Método dos Dois Estágios

Realimentação de saı́da a partir de um ganho de estado estabilizante

Comentários

A mesma matriz de Lyapunov P certifica a estabilidade do sistema em malha

fechada tanto para o ganho de realimentação de estado (dado de entrada)

quanto para o sistema realimentado pela saı́da;

Trata-se de uma condição suficiente apenas. Caso não exista solução para

um certo K , pode-se tentar com outro ganho estabilizante;

A condição pode ser estendida para tratar sistemas incertos politópicos,

inclusive no caso de matriz de saı́da incerta;

No caso incerto, pode-se utilizar um ganho de realimentação de estados

dependente de parâmetros como dado de entrada, e buscar funções de

Lyapunov dependentes de parâmetros como certificados para a estabilidade

simultânea de A(α)+B(α)K (α) e A(α)+B(α)LC(α);

A estratégia pode ser usada para computar um ganho robusto de

realimentação de estados a partir de um ganho de realimentação de estados

dependente de parâmetros, bastando fazer C = In e adequar a dimensão da

matriz J.
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Controle H∞

Realimentação de saı́da: caso H∞

Considere

ẋ = Ax +B2u+B1w , y = C2x +Dy w , z = Cx +D2u+D1w

Realimentação estática de saı́da u = Ly

ẋ =
(
A+B2LC2

)
x +

(
B1 +B2LDy

)
w , z =

(
C +D2LC2

)
x +

(
D1 +D2LDy

)
w

Função de transferência em malha fechada

H(s) = (C+D2LC2)
(
sI − (A+B2LC2)

)−1
(B1 +B2LDy)+(D1 +D2LDy)
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Controle H∞

Condições na forma de BMIs (caso H∞)

Lema 5

Existem P = P ′ > 0, K , F , G, H e J tais que




A′F ′+FA+K ′B′
2F ′+FB2K P −F +A′G′+K ′B′

2G′ FB1

P −F ′+GA+GB2K −G−G′ GB1

B′
1F ′ B′

1G′ −I

C +D2K 0 D1

B′
2F ′+JC2 −HK B′

2G′ JDy

C ′+K ′D′
2 FB2 +C ′

2J ′−K ′H ′

0 GB2

D′
1 D′

y J ′

−γ2I D2

D′
2 −H −H ′



< 0 (4)

se e somente se
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Controle H∞

Condições na forma de BMIs (caso H∞)

Lema 5 (cont.)




(A+B2K )′F ′+F (A+B2K ) P −F +(A+B2K )′G′ FB1 (C +D2K )′

P −F ′+G(A+B2K ) −G−G′ GB1 0

B′
1F ′ B′

1G′ −I D′
1

C +D2K 0 D1 −γ2I


< 0 (5)

e




(A+B2LC2)
′F ′+F (A+B2LC2) P −F +(A+B2LC2)

′G′

P −F ′+G(A+B2LC2) −G−G′

(B1 +B2LDy )
′F ′ (B1 +B2LDy )

′G′

C +D2LC2 0

F (B1 +B2LDy) (C +D2LC2)
′

G(B1 +B2LDy ) 0

−I (D1 +D2LDy)
′

(D1 +D2LDy ) −γ2I


< 0 (6)

com L = H−1J.
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Controle H∞

Condições na forma de BMIs (caso H∞) — Prova

De fato, usando novamente o lema da Projeção com

Z =




A′F ′+FA+K ′B′
2F ′+FB2K P −F +A′G′+K ′B′

2G′ FB1 C ′+K ′D′
2 FB2

P −F ′+GA+GB2K −G−G′ GB1 0 GB2

B′
1F ′ B′

1G′ −I D′
1 0

C+D2K 0 D1 −γ2I D2

B′
2F ′ B′

2G′ 0 D′
2 0




U ′ =




0

0

0

0

I



, V ′ =




S′

0

Q′

0

−I



, NV =




I 0 0 0

0 I 0 0

0 0 I 0

0 0 0 I

S 0 Q 0



, NU =




I 0 0 0

0 I 0 0

0 0 I 0

0 0 0 I

0 0 0 0




S = H−1JC2 −K e Q = H−1JDy , tem-se

Z +U ′HV +V ′H ′U < 0 ⇔ N ′

UZNU < 0 e N ′

V ZNV < 0
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Sistemas Discretos

Estabilização por Realimentação de Saı́da: Caso Discreto

x(k +1) = Ax(k)+Bu(k) ; y(k) = Cx(k) x ∈ R
n
, u ∈ R

m
, y ∈ R

p

Problema

Determinar uma matriz L ∈ R
m×p tal que a lei de controle linear u(k) = Ly(k)

estabilize assintoticamente o sistema em malha fechada

x(k +1) = (A+BLC)x(k)

(A+BLC) é estável se e somente se existir W = W ′ tal que

(A+BLC)W (A+BLC)′−W < 0 ⇐⇒

[
W (A+BLC)W

W (A+BLC)′ W

]
> 0

se e somente se existirem W = W ′ e G tais que

[
W (A+BLC)G

G(A+BLC)′ G+G′−W

]
> 0

se e somente se existir uma realimentação de estados K = LC ⇐⇒ KC⊥ = 0
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Sistemas Discretos

Comentários

Condições suficientes podem ser obtidas de maneira similar ao caso contı́nuo,

quando a matriz de saı́da é constante

A restrição de estrutura no ganho de realimentação de estados pode ser imposta

tanto no ganho quadrático K = ZW−1 quanto no obtido por meio do Lema de

Finsler K = ZG−1

Extensões para tratar controle robusto por realimentação de saı́da, com critérios

de desempenho H2 ou H∞, podem ser obtidas das condições de realimentação de

estados.
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Sistemas Discretos

Realimentação de saı́da a partir de um ganho de estado estabilizante

Lema 6

Dado um ganho K tal que A+BK é assintoticamente estável, existe um ganho

estabilizante de realimentação de saı́da L tal que A+BLC é assintoticamente

estável se existirem matrizes P = P ′ > 0, F , G, H e J tais que




P −A′F ′−FA−K ′B′F ′−FBK −F +A′G′+K ′B′G′ −FB−K ′H ′+C ′J ′

−F ′+GA+GBK G+G′−P GB

−B′F ′−HK +JC B′G′ −H −H ′


> 0

No caso afirmativo, o ganho de realimentação de saı́da é dado por L = H−1J.
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Sistemas Discretos

Realimentação de saı́da a partir de um ganho de estado estabilizante —

Prova

Pré-multiplique a LMI do Lema 6 por T e pós-multiplique por T ′, com

T =

[
I 0 S′

0 I 0

]
, S = H−1JC −K

para obter

[
P − (A+BLC)′F ′−F (A+BLC) −F +(A+BLC)′G′

−F ′+G(A+BLC) G+G′−P

]
> 0

que é a condição de estabilidade para (A+BLC), com L = H−1J, baseada no

Lema de Finsler.

A mesma transformação com S = 0 fornece um certificado da estabilidade de

A+BK (hipótese inicial), pois

[
P − (A+BK )′F ′−F (A+BK ) −F +(A+BK )′G′

−F ′+G(A+BK ) G+G′−P

]
> 0
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Sistemas Discretos

Realimentação de saı́da a partir de um ganho de estado estabilizante

Comentários

Os comentários do caso contı́nuo também são validos no caso discreto:

condição apenas suficiente, pode ser testada para mais de um ganho K

estabilizante, pode ser estendida para tratar sistemas incertos

(A(α),B(α),C(α)) politópicos;

No caso incerto, pode-se utilizar um ganho de realimentação de estados

dependente de parâmetros K (α) como parâmetro de entrada, que deve ser

gerado com a maior generalidade possı́vel. O Lema 6 pode então procurar

por funções de Lyapunov dependentes de parâmetros como certificados para

a estabilidade simultânea de A(α)+B(α)K (α) e A(α)+B(α)LC(α) ao

mesmo tempo que busca o ganho robusto L de realimentação de saı́da;

Para ganhos estabilizantes de estado dados por K (α) = Z (α)G(α)−1, com

Z (α) =
N

∑
i=1

αiZi , G(α) =
N

∑
i=1

αiGi , α ∈ ΛN

as condições podem ser escritas diretamente em termos das matrizes Zi , Gi ,

i = 1, . . . ,N.
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Sistemas Discretos

Realimentação de saı́da: caso H∞ discreto

Lema 7

Existem P = P ′ > 0, K , F , G, H e J tais que




A′F ′+FA+K ′B′
2F ′+FB2K −P −F +A′G′+K ′B′

2G′ FB1

−F ′+GA+GB2K P −G−G′ GB1

B′
1F ′ B′

1G′ −I

C +D2K 0 D1

B′
2F ′+JC2 −HK B′

2G′ JDy

C ′+K ′D′
2 FB2 +C ′

2J ′−K ′H ′

0 GB2

D′
1 D′

y J ′

−γ2I D2

D′
2 −H −H ′



< 0 (7)

se e somente se
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Sistemas Discretos

Realimentação de saı́da: caso H∞ discreto

Lema 7 (cont.)




(A+B2K )′F ′+F (A+B2K )−P −F +(A+B2K )′G′ FB1 (C+D2K )′

−F ′+G(A+B2K ) P −G−G′ GB1 0

B′
1F ′ B′

1G′
−I D′

1

C +D2K 0 D1 −γ2I


< 0

(8)

e




(A+B2LC2)
′F ′+F (A+B2LC2)−P −F +(A+B2LC2)

′G′

−F ′+G(A+B2LC2) P −G−G′

(B1 +B2LDy )
′F ′ (B1 +B2LDy )

′G′

C +D2LC2 0

F (B1 +B2LDy) (C +D2LC2)
′

G(B1 +B2LDy ) 0

−I (D1 +D2LDy)
′

(D1 +D2LDy ) −γ2I


< 0 (9)

com L = H−1J.
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Controlador Dinâmico

Controlador dinâmico por realimentação estática de saı́da

Considere o sistema

δ [x] = Ax +Bu , y = Cx

e o controlador dinâmico de ordem nc

δ [xc ] = Acxc +Bcy , u = Ccxc +Dcy

sendo que δ [x] representa o operador derivada (sistemas contı́nuos) ou

deslocamento (sistemas discretos). Definindo o sistema aumentado, tem-se

[
δ [x]
δ [xc ]

]
=

[
A+BDcC BCc

BcC Ac

][
x

xc

]

As matrizes Ac , Bc , Cc e Dc do controlador podem ser obtidas como solução do

problema de realimentação estática de saı́da: determine L tal que

[
A 0

0 0nc

]

︸ ︷︷ ︸
Ã

+

[
0 B

Inc
0

]

︸ ︷︷ ︸
B̃

[
Ac Bc

Cc Dc

]

︸ ︷︷ ︸
L

[
0 Inc

C 0

]

︸ ︷︷ ︸
C̃

seja estável. Note que quando nc = 0 recai-se na realimentação estática de saı́da

para o sistema original.

P. L. D. Peres & R. C. L. F. Oliveira IA892 - Análise e Controle de Sistemas Lineares por LMIs - Aula 10 26/26


	Aula 10 - Realimentação de saída
	Tópicos
	Sistemas Contínuos - Realimentação de Saída
	Condições LMIs
	Método dos Dois Estágios
	Controle H
	Sistemas Discretos
	Controlador Dinâmico


